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1. Niech X = {f ∈ C[0, 1] : f(t) = 2f(1 − t), t ∈ [0, 1/2]}. Dla funkcji g ∈
C[0, 1] zadanej wzorem g(t) = 1, obliczy¢ dist(g,X). Czy istnieje f ∈ X taka, »e
dist(g,X) = ∥f − g∥∞? Ile jest takich funkcji?

2. Niech

M =

{
f ∈ C[0, 1] :

∫ 1/2

0

f(t) dt =

∫ 1

1/2

f(t) dt

}
.

Wykaza¢, »e M jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ C[0, 1]. Dla g(t) = t, obliczy¢
dist(g,M). Czy istnieje funkcja f ∈ M taka, »e dist(g,M) = ∥f − g∥?

3. Niech
M = {f ∈ L2[−1, 1] : f(x) = f(−x) dla p.w. x}.

Znale¹¢ M⊥ oraz rzut ortogonalny na M .

4. a) Niech

M =

{
f ∈ L2[−1, 1] :

∫ 1

−1

xf(x)dx = 0

}
.

Wyznaczy¢ M⊥, PMg oraz dist(g,M), gdzie g ∈ L2[−1, 1] dana jest wzorem g(x) =
x2 + x3.

b) To samo dla

N =

{
f ∈ L2[−1, 1] :

∫ 1

−1

xf(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx = 0

}
.

c) Czy dla dowolnej funkcji g ∈ L2[−1, 1] istnieje element f przestrzeni

K =

{
f ∈ L2[−1, 1] :

∫ 1

−1

xf(x)dx = 0,

∫ 1

−1

∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ dx < ∞
}
,

dla którego ∥f − g∥L2[−1,1] = dist(g,K)?

5. Niech Vn b¦dzie podprzestrzeni¡ L2[0, 1] skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji staªych na
przedziaªach [k/n, (k + 1)/n), k = 0, 1, . . . , n− 1.

(a) Znale¹¢ V ⊥
n

(b) Wyznaczy¢ rzut ortogonalny f na Vn.
(c) Wyznaczy¢ odlegªo±¢ f(t) = t w L2[0, 1] od Vn.

6. Wykaza¢, »e (ℓp, ∥ · ∥p) jest przestrzeni¡ Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy
p = 2.

7. Zaªó»my, »e H = ℓ2 oraz M = c00. Sprawdzi¢, »e M jest podprzestrzeni¡ H
oraz M ⊂ (M⊥)⊥, M ̸= (M⊥)⊥.
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