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1. Zaªó»my, »e T : H → H jest liniowym operatorem na pewnej przestrzeni

Hilberta H, speªniaj¡cym warunek ⟨x, Ty⟩ = ⟨Tx, y⟩ dla wszystkich x, y ∈ H.

Wykaza¢, »e T jest operatorem ograniczonym.

2. Zaªó»my, »e X, Y s¡ przestrzeniami Banacha, a T : X → Y jest operato-

rem liniowym. Dowie±¢, »e T jest ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

funkcjonaªu ograniczonego φ ∈ Y ∗ zªo»enie φ ◦ T jest przeksztaªceniem ci¡gªym.

3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a T : X → C[0, 1] przeksztaªceniem
liniowym. Wykaza¢, »e T jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego t ∈
[0, 1] istnieje staªa C(t) < ∞ o tej wªasno±ci, »e∣∣∣∣∫ t

0

T (x)(s) ds

∣∣∣∣ ≤ C(t)∥x∥

dla wszystkich x ∈ X.

4. Niech X i Y b¦d¡ dwoma przestrzeniami Banacha, a T : X → Y b¦dzie

ci¡gªym liniowym operatorem �na�. Wykaza¢, »e istnieje taka staªa M > 0, »e dla

danego y ∈ Y , mo»emy znale¹¢ x ∈ X speªniaj¡ce nierówno±¢ ∥x∥X ≤ M∥y∥Y oraz

równo±¢ T (x) = y.

5. Zaªó»my, »e 1 < q < p. Wykaza¢, »e przestrze« Lp(0, 1), wyposa»ona w

norm¦ ∥ · ∥q, nie jest przestrzeni¡ Banacha.

6. Okre±lamy operator liniowy T : c00 → c00 wzorem

T (x) =
(
x1,

x2

2
,
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, . . .

)
, x = (xn)n≥1 ∈ c00.

Dowie±¢, »e T jest ograniczony, ale T−1 nie ma tej wªasno±ci. Czy przeczy to

twierdzeniu o operatorze otwartym?

7. Niech (X, ∥ · ∥X) i (Y, ∥ · ∥Y ) b¦d¡ przestrzeniami Banacha, a T : X → Y
b¦dzie operatorem liniowym �na�, dla którego istnieje sko«czona staªa c speªniaj¡ca

∥T (x)∥Y ≥ c∥x∥X
dla wszystkich x ∈ X. Dowie±¢, »e T jest operatorem ograniczonym.

8. Niech X b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Banacha, a {yn}∞n=1 bedzie przeliczal-

nym g¦stym podzbiorem kuli jednostkowej w X. De�niujemy T : ℓ1 → X wzorem

Tx =
∑∞

n=1 xnyn. Dowie±¢, »e T jest operatorem ograniczonym i �na�.


