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1. Zaªó»my, »e (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ unormowan¡. Wykaza¢, »e f(x) = ∥x∥
jest funkcj¡ ci¡gª¡ na X (w topologii generowanej przez norm¦).

2. Wykaza¢, »e ka»da kula w przestrzeni unormowanej jest wypukªa.

3. (i) Zaªó»my, »e K jest zbiorem zwartym. Wykaza¢, »e C(K), przestrze«
funkcji ci¡gªych z K w R, wyposa»ona w norm¦ supremum ∥f∥∞ = supx∈K |f(x)|,
jest przestrzeni¡ Banacha.

(ii) Zaªó»my, »e E jest przestrzeni¡ topologiczn¡. Wykaza¢, »e Cogr(E), prze-
strze« funkcji ci¡gªych ograniczonych z E w R, wyposa»ona w norm¦ ∥f∥∞ =
supx∈E |f(x)|, jest przestrzeni¡ Banacha.

4. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ unormowan¡, (an)n≥1 jest ci¡giem Cau-
chy'ego wX, a (ank

)k≥1 jest pewnym podci¡giem, który zbiega do a ∈ X. Wykaza¢,
»e ci¡g (an)n≥1 równie» jest zbie»ny do a.

5. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów rzeczywistych na póªprostej [0,∞).
Dla f(x) =

∑n
k=0 akx

k okre±lamy norm¦ na dwa sposoby:

∥f∥1 :=

n∑
k=0

|ak|, ∥f∥2 = sup
x≥0

|f(x)|e−x.

(a) Sprawdzi¢, »e s¡ to dobrze okre±lone, nierównowa»ne normy na X.
(b) Czy w której± z nich przestrze« X jest zupeªna?

6. Niech C1[0, 1] b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, które s¡
ró»niczkowalne na (0, 1) i których pochodna przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na
[0, 1]. Rozwa»my normy

(i) ∥f∥∞;

(ii)
∫ 1

0
|f |;

(iii) ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞;
(iv) |f(0)|+ ∥f ′∥∞;
(v) ∥f∥∞ + supx∈(0,1) |xf ′(x)|.

Które z tych norm wprowadzaj¡ na C1[0, 1] struktur¦ przestrzeni Banacha?

7. Zaªó»my, »e (X,F , µ) jest przestrzeni¡ z miar¡ nieujemn¡. Dla 1 ≤ p < ∞
okre±lamy

∥f∥p :=

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

.

(i) Wykaza¢ nierówno±¢ Höldera: dla 1 < p, q < ∞ speªniaj¡cych 1/p+ 1/q = 1
oraz dowolnych funkcji mierzalnych f, g : X → R zachodzi ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

(ii) Wykaza¢, »e dla 1 ≤ p < ∞ oraz dowolnych f, g : X → R zachodzi ∥f+g∥p ≤
∥f∥p + ∥g∥p.

8. Wykaza¢, »e wszystkie normy na Rn s¡ równowa»ne. Wskaza¢ dwie nierów-
nowa»ne normy na przestrzeni ci¡gów ograniczonych.

9. Wykaza¢, »e na przestrzeni ci¡gów ograniczonych, topologia dyskretna oraz
topologia produktowa nie s¡ normowalne.
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