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1. Zalozmy, ze (X, || -||) jest przestrzenia unormowana. Wykazac, ze f(x) = ||z|
jest funkcja ciagla na X (w topologii generowanej przez norme).

2. Wykazaé, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukla.

3. (i) Zalozmy, ze K jest zbiorem zwartym. Wykazac, ze C(K), przestrzen
funkeji ciaglych z K w R, wyposazona w norme supremum || f||o = sup,cx |f(2)],
jest przestrzenia Banacha.

(i) Zalozmy, ze E jest przestrzenig topologiczna. Wykazac, ze Co4r(E), prze-
strzen funkcji cigglych ograniczonych z E w R, wyposazona w norme ||f|l. =
sup,cp | f(x)|, jest przestrzenia Banacha.

4. Zalozmy, ze X jest przestrzenia unormowana, (a,).>1 jest ciagiem Cau-
chy’egow X, a (an,, )k>1 jest pewnym podciagiem, ktory zbiega do a € X. Wykazad,
ze ciag (an)n>1 réwniez jest zbiezny do a.

5. Niech X bedzie przestrzenia wielomianéw rzeczywistych na polprostej [0, 00).
Dla f(z) =Y 1_, arpz® okreslamy norme na dwa sposoby:

£l =" laxl, [ fll2 = sup|f(z)le”".
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(a) Sprawdzi¢, ze sa to dobrze okre$lone, nier6wnowazne normy na X.
(b) Czy w ktorejs z nich przestrzen X jest zupelna?

6. Niech C'0,1] bedzie przestrzenia funkcji ciagtych z [0,1] w R, ktoére sa
rozniczkowalne na (0,1) i ktérych pochodna przedtuza sie do funkeji ciaglej na
[0, 1]. Rozwazmy normy

(0) 1o

(i) fo If15

(i) [[flloe + 11 lloc3

(V) [£O) + [/ [oc

(V) [1fllso + supzeo 1) [2f' ().

Ktore z tych norm wprowadzaja na C'[0, 1] strukture przestrzeni Banacha?

7. Zalozmy, ze (X, F, ) jest przestrzenia z miarg nieujemna. Dla 1 < p < oo

okreslamy
1/p
1= ( [ 1ovan)
X

(i) Wykaza¢ nier6wnosé¢ Holdera: dla 1 < p, ¢ < oo spelniajacych 1/p+1/¢=1
oraz dowolnych funkcji mierzalnych f, g : X — R zachodzi ||fg|l1 < ||fllpllgllq-
(ii) Wykazaé, ze dla 1 < p < oo oraz dowolnych f, g : X — R zachodzi || f+g¢]|, <

1£1lp + llgllp-

8. Wykazaé, ze wszystkie normy na R”™ sg rownowazne. Wskaza¢ dwie nierow-
nowazne noruniy na przestrzeni ciagéw ograniczonych.

9. Wykazaé, ze na przestrzeni ciggdéw ograniczonych, topologia dyskretna oraz
topologia produktowa nie s normowalne.



