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Zadania ze wst
↪
epu do teorii mnogości1

Zadania na rozgrzewk
↪
e

1. Zaznacz na rysunku zbiory:

• {〈x, y 〉 ∈ R2 : (x · x + y · y > 1) → (y + x > 0)};
• {〈x, y 〉 ∈ R2 : ∀x(x + y < 0) → (y + x < 0)}.

2. Zaznacz na rysunku zbiory:

• {〈x, y 〉 ∈ R2 : (x · x < 0) → (x · x > 0)};
• {〈x, y 〉 ∈ R2 : (x > y) → (y + x > 0)}.

3. Zaznacz na rysunku zbiory:

• {x ∈ R : ∃y∀z(y − z ≤ x ∧ x ≤ y + 1
2 ∧ y ≥ 1 ∧ x ≥ 0)};

• {〈x, y 〉 ∈ R2 : x2 + y2 > 1 → ∃z(x2 + (y − z)2 ≤ 1
4)};

• {〈x, y 〉 ∈ R2 : ∀z(y2 + (x− z)2 6= 1) → ∃z((x− z)2 + (y − z2)2 = 1)}.

Rachunek zbiorów

4. Wyznaczyć A ∪B, A ∩B, A−B i B −A dla A = {{a, {a}}, a} i B = {a, {a}}.

5.∗ Sk ↪ad wiadomo, że dla dowolnych zbiorów a, b, c, istnieje zbiór { a, b, c}?

6. Pokazać, że:

(a) jeśli A−B = B −A to A = B;

(b) jeśli A ∪B = C to C −B = A−B;

(c) jeśli A ∪B ⊆ A ∩B to A = B.

7. Niech C ⊆ X. Udowodnić równoważność A ∩ C ⊆ B ↔ C ⊆ (X −A) ∪B.

8. Zbadać, czy dla dowolnych A i B zachodzi

(a) P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B);

(b) P (A ∩B) = P (A) ∩ P (B);

(c) A− (B ∪ C) = (A−B)− C;

(d) A− (B − C) = (A−B) ∪ C.

9. Pokazać, że A ⊆ B zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P (A) ⊆ P (B).

10. Czy jeśli A ⊆ B to
⋃

A ⊆
⋃

B? Czy jeśli A ⊆ B to
⋂

B ⊆
⋂

A?

11. Pokazać, że
⋃

P (A) = A, dla dowolnego A.
1Zadania s ↪a zebrane przypadkowo, nie sprawdzone i bez jakiejkolwiek gwarancji poprawności. Korzystać

można na w lasne ryzyko i odpowiedzialność. Zadania pochodz ↪a od różnych autorów, autorstwo wi ↪ekszości
z nich jest trudne do ustalenia. Za wykrycie b l ↪edu dzi ↪ekuj ↪e panu Kamilowi Herbie.
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12. Udowodnić, że dla dowolnego X zachodzi równoważność:

X ⊆ P (X) wtedy i tylko wtedy gdy
⋃

X ⊆ X.

13. Niech A ⊆ P (R), b ↪edzie rodzin ↪a zbiorów spe lniaj ↪ac ↪a warunek

(∀B ∈ A)(∀C ⊆ R)(C ⊆ B −→ C ∈ A).

Pokazać, że
⋃
A = {z ∈ R : {z} ∈ A}.

14. Udowodnić, że dla dowolnego X ⊆ P (A) istnieje najmniejsze cia lo zbiorów zawiera-
j ↪ace X.

15. Udowodnić, że dla dowolnej rodziny zbiorów {An : n ∈ N}, zachodzi równość⋃
n∈N An =

⋃
n∈N Bn,

gdzie Bn = An −
⋃

i<n Ai, dla n ∈ N.

16. Niech An,m = {x ∈ R : n−1
m+1 ≤ x < n + m}, dla m,n ∈ N. Znaleźć

⋃
n

⋂
m An,m oraz⋂

n

⋃
m An,m.

17. Określić tak ↪a rodzin ↪e {Ai,j : i, j ∈ I}, żeby wszystkie poniższe zbiory by ly różne:⋃
i

⋂
j Ai,j ,

⋂
i

⋃
j Ai,j ,

⋃
i

⋃
j Ai,j ,

⋂
i

⋂
j Ai,j ,

⋃
j

⋂
i Ai,j ,

⋂
j

⋃
i Ai,j

18. Niech T =
⋃

s∈S Ts i niech K b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich podzbiorów T , które z każdym
z Ts maj ↪a przynajmniej jeden element wspólny. Udowodnij, że⋃

s∈S

⋂
t∈Ts

At =
⋂

Y ∈K
⋃

t∈Y At.

19. Niech {Ai,j}i,j∈N b ↪edzie dowoln ↪a rodzin ↪a indeksowan ↪a. Czy zawsze zachodzi równość:⋃
i∈N

⋃
j∈N Ai,j =

⋃ ⋃
{Ai,j : i, j ∈ N}?

20. Która z nast ↪epuj ↪acych równości zachodzi dla dowolnych zbiorów At,s, gdzie t ∈ T , s ∈ S:⋃
t∈T

∏
s∈S At,s =

∏
s∈S

⋃
t∈T At,s?

⋂
t∈T

∏
s∈S At,s =

∏
s∈S

⋂
t∈T At,s?

Liczby naturalne von Neumanna

21. Co to jest
⋃
N,

⋃
P (N),

⋃
n,

⋃
P (n), jeżeli n ∈ N?

22. Co to jest
⋃ ⋃ ⋃

P (P (N))?

23. Czy
⋃

P (N) = P (
⋃
N)?

24. Znaleźć
⋂
{Ai : i ∈ N}, dla A0 = N oraz Ai+1 =

⋃
Ai.

Relacje

25. Niech R b ↪edzie tak ↪a niepust ↪a rodzin ↪a relacji przechodnich w zbiorze A, że dla dowolnych
r, s ∈ R zachodzi r ⊆ s lub s ⊆ r. Udowodnić, że s =

⋃
R jest relacj ↪a przechodni ↪a.

26. Znaleźć przyk lad 5-elementowej relacji symetrycznej w zbiorze N. Czy istnieje 5-ele-
mentowa relacja zwrotna w N? A 5-elementowa relacja przechodnia?
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27. Czy relacja {〈 0, 3 〉, 〈 1, 3 〉, 〈 1, 5 〉, 〈 4, 5 〉, 〈 4, 2 〉} w zbiorze {0, 1, 2, 3, 4, 5} jest przechod-
nia?

28. Niech r b ↪edzie relacj ↪a dwuargumentow ↪a w zbiorze A. Udowodnić, że równość
⋃ ⋃

r = A
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ∀x ∈ A∃y ∈ A(xry ∨ yrx).

29. Niech r b ↪edzie relacj ↪a dwuargumentow ↪a w zbiorze A. Czy możliwe jest, że:

(a) r−1  r?

(b) r · r = r i r jest przeciwzwrotna (tj. ∀x ∈ A(¬x r x))?

(c) r−1 = A2 − r?

30. Udowodnić, że relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy (r; r) ⊆ r.

Funkcje

31. Niech f : A → A b ↪edzie funkcj ↪a.

(a) Udowodnij, że f jest relacj ↪a zwrotn ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x ∈ A f(x) = x.

(b) Czy funkcja f może być relacj ↪a symetryczn ↪a i nie zwrotn ↪a?

(c) Udowodnij, że f jest relacj ↪a spójn ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy |A| ≤ 1.

32. Niech A,B, C, D b ↪ed ↪a niepustymi zbiorami i niech a : A → C i b : B → D, przy tym
niech b nie b ↪edzie funkcj ↪a sta l ↪a. Udowodnić, że relacja ρ ⊆ BA ×DC , dana warunkiem

fρ g ⇔ b ◦ f = g ◦ a

jest funkcj ↪a z BA do DC wtedy i tylko wtedy, gdy a jest bijekcj ↪a.

33. Funkcja f : P (A) → P (A) jest addytywna, gdy f(X ∪Y ) = f(X)∪f(Y ), dla dowolnych
zbiorów X, Y ⊆ A. Czy każda funkcja addytywna ma w lasność f(X) =

⋃
x∈X f({x})?

34. Niech f, g : A → A. Czy z tego, że dla dowolnego x ∈ A zachodzi f(g(x)) = g(f(x))
wynika, że f i g s ↪a wzajemnie odwrotne?

35. Niech f : P (N) × P (N) → P (N) b ↪edzie taka, że f(〈C,D 〉) = C ∩ D, dla dowolnych
C,D ⊆ N, i niech B ⊆ N. Czy f jest różnowartościowa i czy jest na P (N)? Znaleźć
obraz zbioru P (B)× P (B) i przeciwobraz zbioru {N}, przy przekszta lceniu f .

36. Niech ϕ : N× N→ N b ↪edzie taka, że ϕ(〈n, k 〉) = nk, dla dowolnych n, k ∈ N. Zbadać,
czy ϕ jest różnowartościowa i czy jest na N. Znaleźć

→
ϕ (P × (N − P)),

→
ϕ −1({10}),

→
ϕ−1(N− P),

→
ϕ−1({2n : n ∈ N− {0}}), gdzie P oznacza zbiór liczb parzystych.

37. Niech F : NN → P (N) b ↪edzie taka, że F (f) =
→
f −1({1}). Czy F jest różnowartościowa

i czy jest na P (N)? Znaleźć obraz zbioru funkcji sta lych i przeciwobrazy zbiorów {{10}}
i {10}.

38. Niech f : NN → P (N) b ↪edzie taka, że f(ϕ) =
→
ϕ (N). Czy f jest różnowartościowa i czy

jest na P (N)? Znaleźć
→
f −1(B), gdzie B oznacza zbiór jednoelementowych podzbiorów

zbioru N.
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39. Udowodnić, że
⋂

i∈I

⋃
j∈J Ai,j =

⋃
f∈JI

⋂
i∈I Ai,f(i).

40. Pokazać, że funkcja ϕ : P (A)B → P (A×B) taka, że dla dowolnego f ∈ P (A)B,

ϕ(f) = {〈 a, b 〉 ∈ A×B : a ∈ f(b)},

jest różnowartościowa i na P (A×B).

41. Pokazać, że funkcja ϕ : P (A×B) → P (A)B taka, że dla dowolnych ∆ ∈ P (A×B), b ∈ B,

ϕ(∆)(b) = {a ∈ A : 〈 a, b 〉 ∈ ∆},

jest różnowartościowa i na P (A)B.

42. Niech f : A → B i niech Z ⊆ A, T ⊆ B. Pokazać, że Z ⊆
→
f −1(T ) wtedy i tylko wtedy

gdy
→
f (Z) ⊆ T.

43. Niech A 6= ∅ i niech f : A → A. Udowodnić, że dla dowolnego x ∈ A istnieje najmniejszy

zbiór Z ⊆ A taki, że x ∈ Z oraz
→
f −1(Z) ⊆ Z.

44.∗ Czy istnieje taka funkcja f , że f ∈ Dom f?

45. Ile elementów maj ↪a zbiory: ∅∅, ∅A, A∅, jeżeli A 6= ∅?

46. Podaj przyk lad funkcji f i takich zbiorów A, B, C, D, że
→
f−1(

→
f (A)) 6= A,

→
f (

→
f −1(B)) 6= B,

→
f (C ∩D) 6=

→
f (C)∩

→
f (D).

47. Które z poniższych zdań s ↪a prawdziwe, a które fa lszywe?

(a) ∀f ∈ NN ∃B ⊆ N(
→
f −1(B) 6= ∅ ∧B 6= N)

(b) ∃B ⊆ N ∀f ∈ NN(
→
f −1(B) 6= ∅ ∧B 6= N)

(c) ∃f ∈ NN ∀B ⊆ N(
→
f −1(B) 6= ∅ → B = N)

(d) ∀B ⊆ N ∃f ∈ NN(
→
f −1(B) 6= ∅ → B = N)

48. Niech f : N→ N. Wówczas f spe lnia warunek ∀A ⊆ N(
→
f (A) ⊆ A) wtedy i tylko wtedy

gdy. . . jest relacj ↪a równoważności.

49. Udowodnić, że rodzina {At | t ∈ R} ⊆ P (R) spe lnia warunki⋂
t∈R At = ∅,

⋃
t∈R At = R, ∀t ∈ R(At =

⋃
s<t As)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja f : R → R, że At = {x ∈ R | f(x) < t}
dla wszystkich t ∈ R.

50. Które z poniższych stwierdzeń s ↪a równoważne dla każdej funkcji f :

(a) f jest różnowartościowa;

(b) dla każdego x ∈ Dom(f), zbiór
→
f ({x}) jest jednoelementowy;

(c) dla każdego x ∈ Rg(f), zbiór
→
f −1({x}) jest jednoelementowy?
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51. Niech f : T → T b ↪edzie bijekcj ↪a. Czy zawsze zachodz ↪a równości⋃
t∈T

At =
⋃
t∈T

Af(t) i
∏
t∈T

At =
∏
t∈T

Af(t)?

52. Niech f : T → T . Udowodnić, że f ◦ f = f wtedy i tylko wtedy gdy f |Rg(f) = idRg(f).

53. Niech f : T → T i niech g = f |Rg(f). Udowodnić, że f3 = f wtedy i tylko wtedy, gdy
g2 = idRg(f).

54. Niech n ≥ 1. Udowodnić, ze funkcja f : A → A jest różnowartościowa wtedy i tylko
wtedy, gdy fn jest różnowartościowa.

55. Niech A b ↪edzie zbiorem skończonym i niech f : A → A. Pokazać, że fn ◦ fn = fn, dla
pewnego n.

56. Niech f : T → T i niech fk = f dla pewnego k ≥ 2. Pokazać, że Rg(fm) = Rg(f) dla
wszystkich m ≥ 2.

57. Niech f : A → B. Udowodnić, że f jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego C i dowolnych g, h : C → A zachodzi implikacja f ◦ g = f ◦ h → g = h.

58. Niech f : A → B. Udowodnić, że f jest na B wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C
i dowolnych g, h : B → C zachodzi implikacja g ◦ f = h ◦ f → g = h.

59. Niech Φ : C∞([0, 1]) → C∞([0, 1]) b ↪edzie taka, że Φ(f) = f ′. Czy Φ jest różnowartoś-
ciowa i na C∞([0, 1])? Znaleźć np. przeciwobraz zbioru wielomianów.

60. Niech r b ↪edzie j ↪adrem funkcji f . Pokazać, że r jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy gdy f jest różnowartościowa, i że r jest spójna wtedy i tylko wtedy gdy f jest
funkcj ↪a sta l ↪a.

61. Podać przyk lad funkcji f : N→ N, takiej, że przeciwobraz każdego zbioru jednoelemen-
towego jest (a) dwulelementowy, (b) nieskończony. To samo zadanie dla f : R→ R.

62. Niech P ′(N) = P (N) − {∅} i niech f : P ′(N) × P ′(N) → P (N × N) b ↪edzie taka, że
f(〈C,D 〉) = C ×D, dla dowolnych C,D ⊆ N. Czy f jest różnowartościowa i czy jest

na P (N× N)? Znaleźć
→
f −1(P (Par × Par)), gdzie Par oznacza zbiór wszystkich liczb

parzystych.

63. Niech f : P (R) → P (P (R)) b ↪edzie taka, że f(A) = P (A), dla A ⊆ R. Czy f jest

różnowartościowa i czy jest “na”? Znaleźć
→
f −1(P (P (Q))) oraz

→
f (P (Q)).

64. Niech Iα = (α, 4 + α), dla α ∈ R i niech f : R → R, b ↪edzie określona przez równanie
f(x) = 1

2x. Jakimi przedzia lami s ↪a zbiory:⋃
α∈(0,2)

→
f (Iα) oraz

⋂
α∈(0,1)

→
f −1(If(α))?

65. Niech f : A → B i niech F : P (B) → P (A) b ↪edzie określone tak: F (X) = f−1(X).
Pokazać, że funkcja f jest różnowartościowa (na) wtedy i tylko wtedy gdy F jest na
(różnowartościowa).
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66. Niech ϕ : B → C i niech Φ : AC → AB b ↪edzie taka, że Φ(f) = f ◦ ϕ dla wszystkich f .
Zak ladaj ↪ac, że A ma co najmniej dwa elementy, pokazać, że

(a) Φ jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest ”na”;
(b) Φ jest ”na” wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest różnowartościowa.

Relacje równoważności

67. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma 22 klasy abstrakcji,
a każda klasa abstrakcji ma 37 elementów?

68. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma 2 klasy abstrakcji po 17
elementów, 5 klas po 33 elementy i jedn ↪a klas ↪e nieskończon ↪a?

69. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze N, która ma nieskończenie wiele
nieskończonych klas abstrakcji?

70. Które z poniższych rodzin podzbiorów p laszczyzny s ↪a zbiorami ilorazowymi pewnych
relacji równoważności w R× R?

(a) rodzina wszystkich parabol o równaniach y = x2 + c, dla c ∈ R?
(b) rodzina wszystkich prostych o równaniach y = cx, dla c ∈ R?
(c) rodzina wszystkich hiperbol o równaniach y = cx−1, dla c 6= 0?

71. Czy jeśli A ∩B = ∅ to A/r ∪B/s = A ∪B/r∪s?

72. Niech A b ↪edzie niepustym zbiorem i niech f : A → A.

(a) Udowodnić, że jeśli f jest różnowartościowa to relacja r ⊆ A×A, dana warunkiem
xry ⇔ ∃n ∈ N(fn(x) = y ∨ fn(y) = x)

jest relacj ↪a równoważności.
(b) Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, tj. czy jeśli r jest relacj ↪a równoważności

to f musi być różnowartościowa?
(c) Podać przyk lad takich A i f , że r ma nieskończenie wiele skończonych klas ab-

strakcji, każd ↪a o innej liczbie elementów. (Można zrobić rysunek.)

73. Niech Z[x] oznacza zbiór wszystkich wielomianów zmiennej x o wspó lczynnikach ca lko-
witych i niech r b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze Z[x], że 〈 f, g 〉 ∈ r zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy różnica f−g ma wszystkie wspó lczynniki parzyste. Pokazać, że r jest relacj ↪a
równoważności. Wskazać trzy różne klasy abstrakcji. (Znaleźć moc zbioru ilorazowego
relacji r i moc każdej klasy abstrakcji.)

74. Niech s b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze QN, że 〈 f, g 〉 ∈ s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
różnica f − g jest zbieżna do zera. Pokazać, że s jest relacj ↪a równoważności. Wskazać
trzy różne klasy abstrakcji. (Znaleźć moc zbioru ilorazowego relacji r i moc każdej klasy
abstrakcji.)

75. Niech s b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a w zbiorze ZN, że 〈 f, g 〉 ∈ s zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy ∃n∀m > n(f(m) = g(m)). Pokazać, że s jest relacj ↪a równoważności. Wskazać trzy
różne klasy abstrakcji. (Znaleźć moc zbioru ilorazowego relacji r i moc każdej klasy
abstrakcji.)
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76. Niech r ⊆ N × N b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze N, i niech f : N × N → P (N)
b ↪edzie taka, że f(〈x, y 〉) = [x]r ∪ [y]r , dla dowolnych x, y ∈ N. Czy funkcja f jest

różnowartościowa? Czy jest na P (N)? Znaleźć
→
f −1({[3]r}) oraz

→
f (r).

77. Niech r ⊆ N × N b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze N, i niech f : N × N → P (N)
b ↪edzie taka, że f(〈x, y 〉) = [x]r ∩ [y]r , dla dowolnych x, y ∈ N. Czy funkcja f jest

różnowartościowa? Czy jest na P (N)? Znaleźć
→
f −1({[3]r}) oraz

→
f (N× N− r).

78. Niech R b ↪edzie niepust ↪a rodzin ↪a relacji równoważności w zbiorze A tak ↪a, że dla dowol-
nych r, s ∈ R zachodzi r ⊆ s lub s ⊆ r. Udowodnić, że s =

⋃
R jest relacj ↪a

równoważności, oraz że [a]s =
⋃

r∈R[a]r, dla dowolnego a ∈ A.

79. Niech r1, r2 b ↪ed ↪a takimi relacjami równoważności w zbiorze A, że r1 ∩ r2 = idA oraz
r1 · r2 = A×A. Znaleźć bijekcj ↪e z A/r1 × A/r2 do A.

80. Niech r1, r2 b ↪ed ↪a relacjami równoważności w zbiorze A. Czy z tego, że A/r1 = A/r2

wynika, że r1 = r2? Pokazać, że zbiór {u ⊆ A : ∃a ∈ A(u = [a]r1 ∩ [a]r2)} jest zbiorem
klas abstrakcji pewnej relacji równoważności w zbiorze A. Co to za relacja?

81. Niech R i S b ↪ed ↪a relacjami równoważności w zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
i niech funkcja f : N → P (N) b ↪edzie taka, że dla dowolnego x ∈ N, f(x) = [x]R ∩ [x]S .
Udowodnić, że f jest różnowartościowa wtedy i tylko wtedy gdy R ∩ S jest relacj ↪a
identycznościow ↪a.

82. Czy iloczyn dwóch relacji równoważności musi (może) być pusty?

83. Niech rodzina F ⊆ P (N) spe lnia warunki:

(a) F 6= ∅ oraz F 6= P (N);

(b) dla każdych X, Y ∈ F zachodzi X ∩ Y ∈ F ;

(c) dla każdego X ∈ F i każdego Y ⊇ X zachodzi Y ∈ F .

Udowodnić, że relacja r ⊆ P (N)× P (N) taka, że

arb ≡ ∃f ∈ F(a ∩ f = b ∩ f)

jest relacj ↪a równoważności. Znaleźć klas ↪e abstrakcji [N]r.

84. Niech f : A → B, gdzie A,B s ↪a niepustymi zbiorami i niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważności
w zbiorze B. Określamy relacj ↪e równoważności s w zbiorze A warunkiem:

a s b wtedy i tylko wtedy gdy f(a) r f(b)

Czy zawsze zachodz ↪a inkluzje: (a)
→
f ([a]s) ⊆ [f(a)]r; (b) [f(a)]r ⊆

→
f ([a]s)?

85. Niech f : A → B i niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze A. Określamy
relacj ↪e s w zbiorze B warunkiem:

a s b wtedy i tylko wtedy gdy ∃x, y ∈ A (f(x) = a ∧ f(y) = b ∧ 〈x, y 〉 ∈ r)

Jaka musi być funkcja f , aby s by la relacj ↪a równoważności w B?

86. Niech f : A → A. Czy relacja r = {〈 a, b 〉 ∈ A × A | ∃m,n ∈ N(fm(a) = fn(b))} jest
relacj ↪a równoważności w A?
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87. Niech f : A → A i niech s = {〈 a, b 〉 ∈ A×A | ∃m ∈ N(fm(a) = b ∨ fm(b) = a)}. Udo-
wodnić, że jeśli f jest różnowartościowa, to s jest relacj ↪a równoważności. Czy zachodzi
twierdzenie odwrotne?

88. Niech R b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w N i niech f : R → P (N)
b ↪edzie taka,że f(r) = [1]r, dla dowolnego r ∈ R. Znaleźć

⋃
r∈R f(r) i

⋂
r∈R f(r).

89. Niech R b ↪edzie jak w zadaniu 88 i niech f : R→ P (P (N)) b ↪edzie taka, że f(r) = N/r,
dla dowolnego r ∈ R. Znaleźć

⋃
r∈R f(r) i

⋂
r∈R f(r). Czy f jest różnowartościowa, czy

jest “na”? Znaleźć
→
f (R) oraz

→
f −1({Z ⊆ P (N) : Z = 1}) i

→
f −1({{Z ∈ P (N) : Z = 1}}).

90. Niech R b ↪edzie jak w zadaniu 88 i niech f : R→ P (N) b ↪edzie taka, że f(r) = [0]r∩ [1]r.

Zbadać, czy f jest różnowartościowa, znaleźć
→
f (R) i przeciwobraz zbioru P (N)− {∅}.

91. Niech r ⊆ P(N)×P(N) b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a równoważności, że X r Y wtedy i tylko wtedy
gdy istnieje skończony zbiór Z o w lasności X ∪Z = Y ∪Z. Sprawdzić, że r jest relacj ↪a
równoważności. Znaleźć [∅]r.

92. Niech r i s b ↪ed ↪a takimi relacjami równoważności w zbiorze A, że ich suma r ∪ s też jest
relacj ↪a równoważności. Pokazać, że dla dowolnego x ∈ A:

[x]r∪s =
⋃
{[y]s : y ∈ [x]r}.

93. Udowodnić, że jeśli r1, r2 s ↪a relacjami równoważności w A to

r1 · r2 = A×A ⇐⇒ r2 · r1 = A×A.

94. Niech r b ↪edzie relacj ↪a w zbiorze Q − {0} liczb wymiernych różnych od zera, określon ↪a
tak: xry wtedy i tylko wtedy gdy x

y = t2, dla pewnej wymiernej liczby t. Udowodnić,
że to jest relacja równoważności, i że ma nieskończenie wiele klas abstrakcji.

Porz
↪
adki cz

↪
eściowe

95. Podać przyk lad zbioru cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego, z dwoma elementami maksymal-
nymi i jednym minimalnym, bez elementu najmniejszego i z takim czteroelementowym
anty lańcuchem, który jest ograniczony z góry ale nie ma kresu górnego.

96. Niech X b ↪edzie zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym i niech A ⊆ X nie ma elementu
najwi ↪ekszego. Niech B = {b ∈ X : ∀a ∈ A(b > a)}. Pokazać, że jeśli istnieje inf(B) to
istnieje sup(A) oraz sup(A) = inf(B) ∈ B.

97. W zbiorze {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 24}, uporz ↪adkowanym cz ↪eściowo przez relacj ↪e podziel-
ności (m � n wtedy i tylko wtedy gdy n = m · k, dla pewnego k ∈ N − {0}) wskazać
wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwi ↪eksze i najmniejsze. Czy istniej ↪a
w tym zbiorze trzyelementowe  lańcuchy lub anty lańcuchy?

98. Wskazać wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwi ↪eksze i najmniejsze w zbiorze

{{1, 2, 3, 4, 6}, {3}, {1, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 3, 5, 2}, {3, 4, 2, 4, 1}, {2, 1, 2, 2, 1}, {2, 1, 2, 1}},
uporz ↪adkowanym przez inkluzj ↪e. Czy ten zbiór jest krat ↪a?
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99. Niech 〈X, r 〉 i 〈Y, s 〉 b ↪ed ↪a niepustymi zbiorami cz ↪eściowo uporz ↪adkowanymi i niech
X ∩ Y = ∅. Udowodnić, że

(a) 〈X ∪Y, r∪s 〉 jest zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym i nie ma elementu najwi ↪ek-
szego;

(b) Dla dowolnego a ∈ X ∪Y , element a jest minimalny w 〈X ∪Y, r∪ s 〉 wtedy i tylko
wtedy gdy jest elementem minimalnym w 〈X, r 〉 lub w 〈Y, s 〉;

100. Jeśli ≤ jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem w zbiorze A to relacj ↪e < nazywamy ostrym uporz ↪ad-
kowaniem wyznaczonym przez ≤. Pokazać, że ostre uporz ↪adkowania wyznaczone przez
porz ↪adki cz ↪eściowe to dok ladnie te relacje, które s ↪a przechodnie i przeciwzwrotne.

101. Niech 〈D,≤〉 b ↪edzie skończonym zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym z elementem naj-
wi ↪ekszym i najmniejszym. Dla a, b ∈ D stosujemy oznaczenia:

(a, b) = {d ∈ D : a < d < b}; [a, b] = {d ∈ D : a ≤ d ≤ b}.
Za lóżmy, że dla dowolnych a, b ∈ D, jeśli (a, b) 6= ∅ to (a, b) = [c, d], dla pewnych c, d
(tj. że każdy przedzia l otwarty jest też przedzia lem domkni ↪etym). Udowodnić, że wtedy
〈D,≤〉 jest liniowo uporz ↪adkowany.

102. Czy zbiór tych s lów nad alfabetem {0, 1}, które maj ↪a tyle samo zer co jedynek, ma kres
górny (dolny) w porz ↪adku leksykograficznym?

103. Czy zbiory {01n : n ∈ N} i {0n1 : n ∈ N} maj ↪a kresy górne (dolne) w zbiorze {0, 1}∗
uporz ↪adkowanym leksykograficznie?

104. Ile jest relacji równoważności w N, które s ↪a jednocześnie cz ↪eściowymi porz ↪adkami?

105. Czy zbiór N∗ uporz ↪adkowany leksykograficznie jest dobrze ufundowany? A zbiór N2?

106. Przez multizbiór (zbiór z powtórzeniami) nad A, rozumiemy dowoln ↪a funkcj ↪e M : A → N.
Wtedy M(a) uważa si ↪e za liczb ↪e powtórzeń elementu a w multizbiorze M . Multizbiór
jest skończony jeśli {a ∈ A : M(a) > 0} jest skończony. Jak można dobrze ufundować
zbiór wszystkich skończonych multizbiorów nad N?

107. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem dobrze ufundowanym. W zbiorze P (A) określamy porz ↪adek
cz ↪eściowy v w nast ↪epuj ↪acy sposób: X v Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y
lub Y 6= ∅ i dla wszystkich x ∈ X i y ∈ Y zachodzi x ≤ y. Udowodnić, że zbiór
〈P (A),v〉 jest dobrze ufundowany.

108. Podaj przyk lady:

• Zupe lnego porz ↪adku cz ↪eściowego, który nie jest krat ↪a zupe ln ↪a;

• Przekszta lcenia monotonicznego w kracie zupe lnej, które nie jest ci ↪ag le;

• Trzech nieizomorficznych zbiorów dobrze ufundowanych mocy ℵ0.

109. Podaj przyk lad takiego przekszta lcenia monotonicznego f w kracie 〈P (N),⊆〉, że kres
górny zbioru {fn(∅) : n ∈ N} nie jest najmniejszym punktem sta lym f . Czy można tak
wybrać f , aby najmniejszy punkt sta ly nie istnia l?

110. Podać przyk lad kraty, która ma element najwi ↪ekszy i najmniejszy, ale nie jest zupe lna.
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111. Udowodnić, że w kracie zupe lnej każdy podzbiór ma kres dolny.

112. Funkcja f : P (A) → P (A) jest ci ↪ag la. Powiemy, że zbiór x ⊆ A jest dobry , gdy f(x) ⊆ x.
Udowodnić, że iloczyn dowolnej rodziny zbiorów dobrych jest dobry i że suma dowolnej
skierowanej rodziny zbiorów dobrych jest dobra.

113. Niech f b ↪edzie ci ↪ag lym przekszta lceniem kraty zupe lnej 〈K,≤K 〉 w krat ↪e zupe ln ↪a
〈L,≤L 〉. Czy f jest ci ↪ag lym przekszta lceniem z 〈K,≥K 〉 do 〈L,≥L 〉? (Inaczej, czy
zachowuje kresy dolne zbiorów ”skierowanych w dó l”?)

114. Niech r b ↪edzie relacj ↪a cz ↪eściowego porz ↪adku w zbiorze A. Udowodnić, że jeśli r ∪ r−1

jest relacj ↪a równoważności, to każdy skierowany podzbiór zbioru A jest  lańcuchem.

115. Niech A b ↪edzie zupe lnym cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : A → A b ↪edzie ci ↪ag la.

(a) Jeśli a ≤ f(a) to istnieje taki punkt sta ly b funkcji f , że a ≤ b.

(b) Czy jeśli a ≥ f(a) to istnieje taki punkt sta ly b funkcji f , że a ≥ b?

116. Udowodnić, że zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany jest krat ↪a zupe ln ↪a wtedy i tylko wtedy
gdy jest jednocześnie krat ↪a i zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym.

117. Udowodnić, że każdy skończony porz ↪adek cz ↪eściowy jest równoliczny z pewnym pod-
zbiorem N uporz ↪adkowanym przez relacj ↪e podzielności.

118. Udowodnić, że zbiór wszystkich punktów sta lych przekszta lcenia ci ↪ag lego w kracie zu-
pe lnej tworzy krat ↪e zupe ln ↪a.

119. Udowodnić, że w zbiorze Nk, uporz ↪adkowanym po wspó lrz ↪ednych, wszystkie anty lańcuchy
s ↪a skończone.

120. Zbiory A i B s ↪a cz ↪eściowo uporz ↪adkowane. W zbiorze BA określamy relacj ↪e

f ≤ g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀a, b ∈ A(a ≤ b → f(a) ≤ g(b)).

Czy relacja ≤ jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem? A jeśli ograniczymy j ↪a do zbioru funkcji
monotonicznych?

121. Niech A b ↪edzie zbiorem skończonym i niech {Mi : i ∈ N} b ↪edzie ci ↪agiem skończonych
multizbiorów nad A. Pokazać, że dla pewnych i < j zachodzi Mi ⊆ Mj , tj. dla wszyst-
kich a ∈ A ma miejsce nierówność Mi(a) ≤ Mj(a).

122. Dla jakich zbiorów 〈A,≤〉 porz ↪adek leksykograficzny na A∗ jest dobrze ufundowany?

123. Relacja r cz ↪eściowo porz ↪adkuj ↪aca zbiór N jest przyjemna, jeżeli jest dobrym ufun-
dowaniem i ma nieskończony  lańcuch, ale nie jest dobrym porz ↪adkiem. Jakiej mocy
jest rodzina wszystkich relacji przyjemnych?

124. Niech F : P (S × S) → P (S × S) b ↪edzie funkcj ↪a monotoniczn ↪a o takich w lasnościach:

• idS ⊆ F (idS);

• F (r) · F (r′) ⊆ F (r · r′), dla wszystkich r, r′;

• F (r)−1 ⊆ F (r−1), dla wszystkich r.
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Udowodnić, że najwi ↪ekszy punkt sta ly funkcji F jest relacj ↪a równoważności.

125. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym, a f : A → A niech b ↪edzie funkcj ↪a
ci ↪ag l ↪a. Zbadać prawdziwość nast ↪epuj ↪acych stwierdzeń:

(a) Jeśli a jest najmniejszym punktem sta lym
funkcji f to a = inf{x ∈ A | f(x) ≤ x}.

(b) Jeśli a jest najwi ↪ekszym punktem sta lym
funkcji f to a = sup{x ∈ A | f(x) ≥ x}.

126. Które z nastȩpuja̧cych stwierdzeń jest prawdziwe dla dowolnego zbioru czȩściowo upo-
rza̧dkowanego 〈X,≤〉 i dowolnych A,B ⊆ X?

(a) Jeśli w X istnieja̧ sup A i sup B to istnieje sup(A ∪B).

(b) Jeśli w X istnieje sup(A ∪B) to istnieja̧ sup A i sup B.

Lemat Kuratowskiego-Zorna

127. Udowodnić, że w każdym zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym jest maksymalny  lańcuch
i maksymalny zbiór skierowany.

128. Niech B ⊆ R+. Udowodnić, że istnieje podzbiór C ⊆ R, taki że ∀x, y ∈ C |x − y| ∈ B
oraz ∀x(x 6∈ C → ∃y ∈ C |x− y| 6∈ B).

129. Niech D ⊆ A × A. Udowodnić, że istnieje zbiór Z ⊆ A taki, że (Z × Z) ∩D = ∅, oraz
jeśli Z  V ⊆ A to (V × V ) ∩D 6= ∅.

130. Niech r ⊆ N × N. Udowodnić, że istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór
C ⊆ N taki, że C × C ∩ r = ∅.

131. Udowodnić, że jeśli R jest dowoln ↪a rodzin ↪a zbiorów, to istnieje taka rodzina S ⊆ R
zbiorów parami roz l ↪acznych, że dla każdego A ∈ R − S istnieje B ∈ S o w lasności
A ∩B 6= ∅ .

132. Czy istnieje taki  lańcuch przeliczalnych podzbiorówR, którego suma nie jest przeliczalna?

133. Za lóżmy, że B ⊆ A × A. Udowodnić, że istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e)
zbiór C ⊆ A taki, że C × C ⊆ B.

134. Rodzin ↪e zbiorów I ⊆ P (A) nazywamy idea lem, jeżeli:

(a) I 6= ∅ oraz I 6= P (A);

(b) dla każdych X, Y ∈ I zachodzi X ∪ Y ∈ I;

(c) dla każdego X ∈ I i każdego Y ⊆ X zachodzi Y ∈ I.

Udowodnić, że każdy idea l można rozszerzyć do maksymalnego idea lu.

135. Dowolny podzbiór zbioru Z nazwiemy zeznaniem. Zbiór zeznań R jest sprzeczny jeśli
istnieje takie i ∈ Z, że i,−i ∈

⋃
R. Udowodnić, że jeśli R jest dowoln ↪a rodzin ↪a zeznań,

to istnieje maksymalna niesprzeczna podrodzina R′ ⊆ R.
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136. Niech f b ↪edzie bijekcj ↪a z A do A. Istnieje maksymalny podzbiór B ⊆ A taki, że

B ⊆
→
f (A−B).

137. Niech F ⊆ NN. Udowodnić, że istnieje maksymalna rodzina G ⊆ F , taka że dla dowol-
nych f, g ∈ G zachodzi warunek ∃i(f(i) = g(i)).

138. Niech C ⊆ R. Udowodnić, że istnieje zbiór A ⊆ R spe lniaj ↪acy warunki:

• ∀x∀y(x, y ∈ A → x + y 6∈ C);

• ∀x(x 6∈ A → ∃y(y ∈ A ∪ {x} ∧ x + y ∈ C)).

139. Niech f : A × A → A i niech C ⊆ A. Udowodnić, że istnieje maksymalny podzbiór D
zbioru A taki, że obraz zbioru D ×D przy funkcji f jest zawarty w C.

140. Udowodnić, ze istnieje taki zbiór parami roz l ↪acznych prostych w R3, że każda prosta nie
należ ↪aca do tego zbioru przecina jak ↪aś prost ↪a z tego zbioru.

141. Udowodnić, że istnieje taka rodzina A ⊆ RR, że

(a) dla dowolnych f, g ∈ A istnieje takie x ∈ R, że f(x) = g(x);

(b) dla dowolnej funkcji f 6∈ A istnieje takie g ∈ A, że f(x) 6= g(x) dla wszystkich
x ∈ R.

142. Niech f : A → B. Pokazać, że istnieje maksymalny podzbiór A, na którym f jest
różnowartościowa.

143. Udowodnić, że każdy cz ↪eściowy porz ↪adek 〈A,≤〉 ma taki podzbiór B ⊆ A, że:

(a) Żadne dwa różne elementy B nie s ↪a porównywalne;

(b) Jeśli a ∈ A−B to istnieje b ∈ B, porównywalne z a.

Moce zbiorów

144. Jakiej mocy jest zbiór punktów leż ↪acych na powierzchni bocznej stożka?

145. Jakiej mocy jest podzbiór p laszczyzny ograniczony krzywymi o równaniach y = x2

i y = 1− x2?

146. Niech P b ↪edzie zbiorem wszystkich prostok ↪atów na p laszczyźnie i niech r b ↪edzie relacj ↪a
podobieństwa prostok ↪atów (jest to relacja równoważności w zbiorze P). Znaleźć moc
zbioru ilorazowego P/r. Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji relacji r?

147. Niech f : R3 → R. Udowodnić, że dla pewnego x ∈ R zbiór
→
f −1({x}) nie zawiera

żadnej kuli.

148. Udowodnić, że zbiór A jest nieskończony wtedy i tylko wtedy gdy

∀f ∈ AA ∃B ∈ P (A) ((B 6= ∅) ∧ (B 6= A) ∧ (
→
f (B) ⊆ B)).

149. Znaleźć moc zbioru wszystkich porz ↪adków liniowych w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych.
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150. Znaleźć moc zbioru wszystkich relacji symetrycznych w zbiorze Z wszystkich liczb
ca lkowitych.

151. Udowodnić, że jeśli A jest dowolnym zbiorem parami roz l ↪acznych otwartych przedzia lów
na prostej, to A ≤ ℵ0.

152. Udowodnić, że zbiór punktów nieci ↪ag lości funkcji rosn ↪acej z R do R jest co najwyżej
przeliczalny.

153. Czy zbiór ekstremów lokalnych funkcji ci ↪ag lej z R do R może być nieprzeliczalny?

154. Czy zbiór zer funkcji ci ↪ag lej z R do R może być nieprzeliczalny?

155. Czy istnieje taka funkcja f : R2 → R, że dla każdego x ∈ R zbiór
→
f −1({x}) jest:

(a) odcinkiem? (b) kwadratem?

156. Niech relacja równoważności r ⊆ R2 b ↪edzie taka, że:

∀x ∈ R ∃ε > 0 ((x− ε, x + ε) ⊆ [x]r).

Co można powiedzieć o mocy zbioru R/r?

157. Niech A ⊆ R b ↪edzie taki, że:

∀x ∈ A∃ε > 0 (A ∩ (x− ε, x + ε) = {x}).
Co można powiedzieć o mocy zbioru A?

158. Jaka liczba kardynalna jest najmniejsza, a jaka najwi ↪eksza?

159. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze R, której każda klasa abstrakcji jest
mocy ℵ0, oraz

(a) R/r = C? (b) R/r = ℵ0?

160. Czy istnieje taka relacja równoważności r w zbiorze R, której każda klasa abstrakcji jest
mocy continuum, oraz R/r jest zbiorem (a) przeliczalnym? (b) nieprzeliczalnym?

161. Które z poniższych zdań s ↪a prawdziwe, a które fa lszywe?

Jeśli f : A
1−1−→ B oraz

→
f (A) 6= B to A < B

Jeśli A < B i C 6= ∅ to A× C < B × C

162. Czy produkt przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych musi być przeliczalny?

163. Znaleźć moc zbioru wszystkich czteroelementowych podzia lów zbioru R.

164. Udowodnić, że na p laszczyźnie istnieje okr ↪ag, którego każdy punkt ma przynajmniej
jedn ↪a wspó lrz ↪edn ↪a niewymiern ↪a.

165. Znaleźć moc zbioru wszystkich dobrych porz ↪adków w zbiorze N wszystkich liczb natu-
ralnych.

166. Znaleźć moc zbioru wszystkich ci ↪agów liczb wymiernych, które s ↪a zbieżne do zera.

167. Znaleźć moc zbioru wszystkich funkcji ci ↪ag lych z R do R.
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168. Obliczyć moce zbiorów:

• X = {A : A ⊆ R i A ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy};
• Y = {A : A ⊆ Z i A ma element najmniejszy i najwi ↪ekszy}.

169. Niech R b ↪edzie relacj ↪a cz ↪eściowego porz ↪adku w zbiorze Z. Znaleźć moc zbioru R.

170. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich  lańcuchów

• w zbiorze N− {0}, uporz ↪adkowanym przez relacj ↪e podzielności?

• w zbiorze s lów nad alfabetem {a, b}, uporz ↪adkowanym prefiksowo?

171. Które z nast ↪epuj ↪acych zbiorów s ↪a ze sob ↪a równoliczne:

Q× Z, R×Q, R−Q, 2N, 2R, P (R× Z),
⋃

m∈NNm?

172. Które z nast ↪epuj ↪acych zbiorów s ↪a równoliczne:

Z, RN, QN, R× R, {0, 1}∗, {0, 1}N, P (Q), P (R)?

173. Relacja równoważności R w zbiorze NN jest określona nast ↪epuj ↪aco:

R = {〈 f, g 〉 : ∀n(f(2n) = g(2n))}.
Podać moc zbioru wszystkich klas abstrakcji relacji R, oraz moc każdej klasy.

174. Znaleźć moc zbioru C = {X ∈ P (R) : X ∩Q jest skończone}.

175. Znaleźć moc zbioru wszystkich  lańcuchów maksymalnych w zbiorze {0, 1}∗ z relacj ↪a
porz ↪adku prefiksowego.

176. Niech A = 2C. Udowodnić, że istnieje f : A
1−1−→
na

A, taka że zbiór {x ∈ A : x = f(x)}
jest mocy C.

177. Niech A = 2C. Udowodnić, że istnieje f : A
1−1−→
na

A, taka że zbiór {x ∈ A : x 6= f(x)}
jest mocy C.

178. Niech R b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w zbiorze N. Określamy
relacj ↪e równoważności ρ w zbiorze R warunkiem: r1ρr2 wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory
N/r1 i N/r2 s ↪a równoliczne. Znaleźć moc N/ρ, oraz moc [r]ρ, gdzie mrn zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy 2|mn(n + 1)

179. Niech r b ↪edzie relacj ↪a równoważności w zbiorze Q określon ↪a tak: xry wtedy i tylko
wtedy gdy x2 + y2 6= 0 lub xy = 0. Znaleźć moc zbioru Q/r oraz moce klas abstrakcji.

180. Pokazać że jeśli A = m oraz 0 6= n ≤ m, to istnieje relacja równoważności r w zbiorze A

spe lniaj ↪aca warunek A/r = n.

181. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich skończonych (nieskończonych, przeliczalnych, mocy C)
podzbiorów R?

182. Niech ϕ : Z[x] × R → R b ↪edzie taka, że ϕ(〈 p, r 〉) = p(r). Jaka jest moc zbioru
→
ϕ −1(Q − Z) i zbioru Z[x] × R/kerϕ? Udowodnić, że jeśli X1, X2 ⊆ R oraz X1 ∩ Z
i X2 ∩ Z s ↪a niepuste, to zbiory

→
ϕ−1(X1) i

→
ϕ−1(X2) s ↪a równoliczne.
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183. Podzbiór W zbioru liczb wymiernych Q nazywamy wypuk lym, jeśli dla dowolnych trzech
liczb wymiernych a < b < c, jeśli a, c ∈ W , to także b ∈ W . Ile jest wszystkich
podzbiorów Q, które s ↪a wypuk le? Ile jest podzbiorów, które nie s ↪a wypuk le?

184. Niech X 6= ∅ b ↪edzie ustalonym zbiorem i niech a ∈ X b ↪edzie ustalonym elementem.
W zbiorze P (X) określamy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e równoważności: A ∼ B wtedy i tylko
wtedy gdy A = B lub a 6∈ A ∪ B. Zbadać moc zbioru P (X)/∼, w zależności od mocy
zbioru X.

185. Czy istnieje zbiór mocy mniejszej niż zbiór jego wszystkich skończonych podzbiorów?

186. Czy istniej ↪a zbiory A i B takie, że A < B, ale AB i BA s ↪a równoliczne?

187. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich funkcji okresowych z Z do Z? A zbiór wszystkich
funkcji okresowych z Q do Q? (Przyjmujemy, że funkcja f : X → X jest okresowa,
jeżeli nie jest sta la, oraz istnieje takie d ∈ X, że d > 0 i dla dowolnego x ∈ X zachodzi
f(x + d) = f(x).)

188. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich wypuk lych podzbiorów R2?

189. Jakiej mocy jest zbiór punktów leż ↪acych na powierzchni kuli?

190. Ile jest wszystkich relacji przechodnich R ⊆ N× N?

191. Ile jest funkcji z N do N: (a) nierosn ↪acych? (b) niemalej ↪acych?

192. Udowodnić, że jeśli w rodzinie podzbiorów zbioru liczb naturalnych każde dwa różne
zbiory maj ↪a co najwyżej jeden element wspólny, to rodzina ta jest przeliczalna.

193. Czy teza poprzedniego ćwiczenia pozostaje prawdziwa przy za lożeniu, że:

(a) każde dwa różne zbiory z danej rodziny maj ↪a co najwyżej k wspólnych elementów?

(b) każde dwa różne zbiory z danej rodziny maj ↪a skończony iloczyn?

194. Jakiej mocy jest zbiór funkcji monotonicznych z R w R ?

195. Jakiej mocy jest zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych z R do R?

196. Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji równoważności w N, które maj ↪a skończe-
nie wiele klas abstrakcji?

197. Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji równoważności w N, które maj ↪a tylko
skończone klasy abstrakcji?

198. Dla a ∈ N określamy Ca = {〈x, y 〉 ∈ R2 : ax ≤ y < (a + 1)x}. Znaleźć moc każdego
ze zbiorów Ca. Czy istnieje takie X i takie r, że X/r = {Ca : a ∈ N}? Jeśli tak, to
znaleźć X. Co si ↪e zmieni, jeśli przyjmiemy Ca = {〈x, y 〉 ∈ R2 : |ax| ≤ |y| < |(a+1)x|}?

199. Które ze zbiorów: A, B, f , Rg(f) s ↪a równoliczne dla dowolnej funkcji f : A → B?
Które s ↪a równoliczne pod warunkiem, że funkcja f jest różnowartościowa? (Gdy jest
na? Gdy jest i taka i taka?)
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200. Czy istnieje zbiór X taki, że |P (X)| = ℵ0? A taki, że |XX | = ℵ0? A może taki, że
|NX | = ℵ0?

201. Niech A b ↪edzie zbiorem (niekoniecznie wszystkich) ci ↪agów dodatnich liczb naturalnych
o tej w lasności, że dla każdego ci ↪agu liczb dodatnich a1, a2, . . . (niekoniecznie należ ↪acego
do zbioru A) istnieje w A ci ↪ag b1, b2, . . . taki, że

lim
n→∞

bn

an
= ∞.

Udowodnić, że |A| > ℵ0.

202. Ile jest takich funkcji f : N→ N, że każdy zbiór
→
f −1({n}) jest skończony?

203. Niech A,B < C. Pokazać, że A ∪B < C.

204. Niech A < C i B ≤ ℵ0. Pokazać, że A×B < C.

205.∗ Ile jest  lańcuchów w zbiorze P (N) uporz ↪adkowanym przez inkluzj ↪e?

206. Ile jest nieskończonych drzew binarnych?

207. W zbiorze RR określamy relacj ↪e równoważności r, przyjmuj ↪ac frg wtedy i tylko wtedy,
gdy f |Q = g|Q. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a ich moce?

208. Dwa prostok ↪aty na p laszczyźnie s ↪a w relacji r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prze-
suni ↪ecie przekszta lcaj ↪ace jeden na drugi. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a ich
moce?

Porz
↪
adki liniowe i dobre

209. Które z nast ↪epuj ↪acych podzbiorów R (ze zwyk lym uporz ↪adkowaniem) s ↪a ze sob ↪a izomor-
ficzne: Q, R, R−Q, A = Q− [0, 1], B = {m · 2−n : m,n ∈ N}, C =

⋃
m∈N(2m, 2m + 1]?

210. Niech A = {3 − 1
2n : n ∈ N − {0}}, B = {π − 2

n : n ∈ N − {0}} ∪ {4}, C = {0} ∪ { 1
n :

n ∈ N− {0}} ∪ {2− 1
n : n ∈ N− {0}}. Rozpatrzmy zbiory A, B, C, N, Z, Q, Q− {0},

R, R − {0}, uporz ↪adkowane liniowo przez zwyk l ↪a relacj ↪e “≤”. Które z nich s ↪a dobrze
uporz ↪adkowane? Które s ↪a izomorficzne?

211. Rozważamy R× R z porz ↪adkiem

(a) leksykograficznym;

(b) (x, y) ≤ (x′, y′) wtedy i tylko wtedy gdy x ≤ x′ i y ≤ y′.

Czy istnieje funkcja z R × R w R, zachowuj ↪aca porz ↪adek? Czy istnieje taka funkcja
na R? A czy istnieje taka funkcja różnowartościowa?

212. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie dobrym porz ↪adkiem, i niech {Sa : a ∈ A} b ↪edzie dowoln ↪a rodzin ↪a
zbiorów. Udowodnić, że

⋃
a∈A Sa =

⋃
a∈A(Sa −

⋃
b<a Sb).
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213. Podaj trzy przyk lady zbiorów dobrze uporz ↪adkowanych mocy ℵ0, tak aby żadne dwa
nie by ly ze sob ↪a izomorficzne.

214. Czy istnieje relacja dobrze porz ↪adkuj ↪aca zbiór P (R)?

215. Czy istnieje relacja dobrze porz ↪adkuj ↪aca zbiór RN?

216. Niech Pfin(N) = {A ⊆ N : A < ℵ0}. Zdefiniować taki dobry porz ↪adek � w zbiorze
Pfin(N), żeby ∀A,B ∈ Pfin(N) (A ⊆ B → A � B).

217. Niech ≤ b ↪edzie relacj ↪a dobrego porz ↪adku w zbiorze A, i niech f : A → A spe lnia warunek

∀x, y ∈ A (x < y → f(x) < f(y)).

Udowodnić, że x ≤ f(x), dla dowolnego x ∈ A.

218. Niech � b ↪edzie relacj ↪a liniowego porz ↪adku w zbiorze A, tak ↪a że każdy w laściwy odcinek
pocz ↪atkowy w zbiorze A jest postaci O(x) = {y ∈ A : y ≺ x}, dla pewnego x ∈ A.
Udowodnić, że � jest dobrym porz ↪adkiem.

219. Niech 〈 A,≤ 〉 b ↪edzie nieskończonym zbiorem dobrze uporz ↪adkowanym. Pokazać, że nie
istnieje taka różnowartościowa funkcja f : A → A, że dla dowolnych a, b ∈ A, jeśli a ≤ b
to f(b) ≤ f(a).

220. Niech 〈 A,≤ 〉 b ↪edzie dobrym porz ↪adkiem, i niech f : A → A b ↪edzie różnowartościowa.
Jeżeli dla dowolnych x, y ∈ A warunek x ≤ y implikuje f(x) ≤ f(y), to wtedy x ≤ f(x)
dla każdego x ∈ A.

221. Wskazać wszystkie liczby porz ↪adkowe α < ω2 spe lniaj ↪ace równanie 2α = α.

222. Niech D = 〈D,≤〉 b ↪edzie dobrym porz ↪adkiem. Określamy zbiór D′ ⊆ D przez D′ =
{d ∈ D | d 6= min D jest elementem granicznym w D} = {d ∈ D | d 6= min D nie jest
nast ↪epnikiem w D} oraz dobry porz ↪adek D′ = 〈D′,≤|D′〉. Skonstruować przyk lad do-
brego porz ↪adku D takiego, że wszystkie zbiory D′, D′′, D′′′, . . . s ↪a niepuste. Czy istnieje
taki zbiór przeliczalny?

223. Podać przyk lad dobrego porz ↪adku D = 〈D,≤〉 i (ostro) rosn ↪acej funkcji f : D → D,
która spe lnia jednocześnie warunki:

(a) ∀a ∈ D ∃b ∈ D (a < b ∧ f(b) = b);

(b) ∀a ∈ D ∃b ∈ D (a < b ∧ f(b) > b);

224. Niech 〈A,≤〉 linowy porz ↪adek z elementem najmniejszym 0 i elementem najwi ↪ekszym 1.
Funkcja f : A → A jest zmniejszaj ↪aca jeśli f(x) < x, dla każdego x 6= 0. Funkcja f jest
zwi ↪ekszaj ↪aca, jesli f(x) > x, dla każdego x 6= 1. Rozpatrzmy nastepujace warunki:

(a) dla każdej funkcji zmniejszaj ↪acej f zachodzi ∀x∃nfn(x) = 0;

(b) dla każdej funkcji zwi ↪ekszaj ↪acej f zachodzi ∀x∃nfn(0) ≥ x.

Czy warunek (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?

225. Niech A ⊆ R b ↪edzie dobrze uporz ↪adkowany przez zwyk l ↪a relacj ↪e nierówności dla liczb
rzeczywistych. Udowodnić, że A jest zbiorem przeliczalnym.
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226. Rozszerzyć porz ↪adek prefiksowy na s lowach do dobrego porz ↪adku. Jaka jest jego liczba
porz ↪adkowa?

Zadania z klasówek i egzaminów 2001–2007

227. Funkcja F : P(N)N → P(N) jest określona warunkiem F (x) =
⋃
{x(i) | i ∈ N}.

(a) Czy F jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a?

(b) Czy F jest na P(N)?

(c) Czy istnieje taki zbiór A ⊆ N, że
→
F −1({A}) jest zbiorem jednoelementowym?

(d) Czy istnieje taki zbiór A ⊆ N, że
→
F −1({A}) jest zbiorem czteroelementowym?

228. Ustalmy k ∈ N− {0}. Określamy relacje rk, r ⊆ Z× Z w nast ↪epuj ↪acy sposób:

〈x, y 〉 ∈ rk wtedy i tylko wtedy, gdy x i y s ↪a parzyste i x− y jest podzielne przez k;

〈x, y 〉 ∈ r wtedy i tylko wtedy, gdy x i y s ↪a nieparzyste oraz x · y > 0.

(a) Udowodnić, że relacja ρk = rk ∪ r jest relacj ↪a równoważności.

(b) Czy istnieje takie x ∈ Z, że [x]ρk
ma dok ladnie k elementów?

(c) Ile elementów ma zbiór ilorazowy Z/ρk
, gdy:

i. k = 4?
ii. k = 3?

229. Zbiór T ⊆ P(N)× N jest dobry, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, x:

• Jeśli 〈 a, x 〉 ∈ T i 〈 b, x 〉 ∈ T , oraz a ⊆ b to a = b.

Funkcja Φ : {T ⊆ P(N)× N | T jest dobry} → P(N)P(N) jest określona tak:

Φ(T )(a) = {x ∈ N | ∃b (b ⊆ a ∧ 〈 b, x 〉 ∈ T )}.

(a) Czy Φ jest na P(N)P(N)?

(b) Czy istnieje takie T , że

i. Φ(T ) = idP(N)?
ii. Φ(T ) jest funkcj ↪a sta l ↪a?

(c) Czy Φ jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a?

230. Prosz ↪e objaśnić nastepuj ↪ace poj ↪ecia, podaj ↪ac w każdym przypadku definicj ↪e i przyk lad.

(a) Obraz zbioru a przy przekszta lceniu h : b → c;

(b) Klasa abstrakcji relacji s w zbiorze a wyznaczona przez element b;

(c) Produkt uogólniony rodziny {aT }T∈t;

(d) Zupe lny porz ↪adek cz ↪eściowy;

(e) Kres górny podzbioru a w zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym 〈 b,≤〉.
(f) Zbiór dobrze ufundowany.
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231. Funkcja F : NN × NN → NN jest określona tak:

F (f, g)(n) = min(f(n), g(n)),

dla dowolnych f, g ∈ NN i dowolnego n ∈ N.

(a) Czy funkcja F jest ”na”?

(b) Czy jest to funkcja różnowartościowa?

(c) Jakiej mocy jest zbiór wszystkich klas abstrakcji j ↪adra2 funkcji F?

(d) Jakiej mocy s ↪a klasy abstrakcji tej relacji?

232. Udowodnić, że w każdym zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym istnieje maksymalny (ze
wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) podzbiór skierowany.

233. Niech 〈K,≤〉 b ↪edzie krat ↪a zupe ln ↪a i niech S b ↪edzie zbiorem wszystkich punktów sta lych
funkcji ci ↪ag lej f : K → K. Za lóżmy, że P ⊆ S i niech a b ↪edzie kresem górnym zbioru
P w kracie K.

(a) Udowodnić, że zbiór {b ∈ S | b ≥ a} ma element najmniejszy.

(b) Czy ten element najmniejszy to musi być a?

(c) Czy zbiór uporz ↪adkowany 〈S,≤〉 jest krat ↪a zupe ln ↪a?

234. Czy nast ↪epuj ↪ace stwierdzenia s ↪a prawdziwe? Jeśli nie, co należy wpisać zamiast wielo-
kropka? To zadanie wyj ↪atkowo nie wymaga uzasadnień.

(a) Przeciwobraz obrazu zbioru a przy . . . przekszta lceniu f pokrywa si ↪e ze zbiorem a.

(b) Jeśli d jest relacj ↪a równoważności w a oraz b, c ∈ a . . . to [b]d ∩ [c]d = ∅.
(c) W każdym drzewie nieskończonym . . . istnieje ga l ↪aź nieskończona.

(d) Produkt uogólniony dowolnej . . . rodziny zbiorów skończonych jest zawsze skoń-
czony lub nieprzeliczalny

(e) Każde ci ↪ag le . . . przekszta lcenie kraty zupe lnej w siebie ma najmniejszy punkt
sta ly.

(f) Jeśli A = C i B jest . . . zbiorem przeliczalnym, to AB = C.

(g) Jeśli A jest . . . zbiorem przeliczalnym, to AA = C.

(h) Każdy przedzia l . . . w zbiorze liczb rzeczywistych można dobrze uporz ↪adkować.

235. Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych cz ↪eściowych porz ↪adków w N?

236. Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace cz ↪eściowe uporz ↪adkowanie zbioru {0, 1}N:

f ≤ g ⇔ ∀x (f(x) ≤ g(x)).

(a) Czy ten porz ↪adek jest liniowy?

(b) Czy ten porz ↪adek jest dobrym ufundowaniem?

(c) Czy ten porz ↪adek jest krat ↪a zupe ln ↪a?

(d) Czy istnieje w tym porz ↪adku  lańcuch nieskończony?
2J ↪adro przekszta lcenia f : a → b to relacja równoważności ker(f) = {〈x, y 〉 ∈ a × a | f(x) = f(y)}.
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(e) Czy istnieje w tym porz ↪adku anty lańcuch nieskończony?

(f)* Czy istnieje w tym porz ↪adku anty lańcuch nieprzeliczalny?

(g)* Czy istnieje  lańcuch nieprzeliczalny w zbiorze NN uporz ↪adkowanym w analogiczny
sposób, tj. przez relacj ↪e:

f ≤ g ⇔ ∀x (f(x) ≤ g(x))?

237. Niech A b ↪edzie ustalonym podzbiorem p laszczyzny, który ma przynajmniej dwa ele-
menty. Udowodnić, że istnieje podzbiór B ⊆ A, o takich w lasnościach:

• Żadne trzy różne punkty zbioru B nie s ↪a wspó lliniowe;

• Każdy punkt zbioru A − B leży na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa różne
punkty ze zbioru B.

238. Niech Z ⊆ N . Określamy relacj ↪e RZ ⊆ P(N)×P(N) nast ↪epuj ↪aco:

〈X, Y 〉 ∈ RZ wtedy i tylko wtedy, gdy X ∪ Z = Y ∪ Z.

NiechR b ↪edzie zbiorem wszystkich relacji równoważności w P(N). Funkcja f : P(N) → R
jest określona warunkiem f(Z) = RZ .

(a) Czy funkcja f jest różnowartościowa?

(b) Czy funkcja f jest na R?

(c) Znajdź
→
f −1({IP (N)}) i

→
f −1({P (N)2}).

239. Podać przyk lad takiej funkcji f : N → N i zbioru X ⊆ N, aby funkcja g : N → P(N),
określona wzorem

g(i) =
→
f −i(X),

gdzie
→
f −i(X) oznacza przeciwobraz X przy przekszta lceniu f i, by la różnowartościowa.

240. Dana jest nast ↪epuj ↪aca relacja równoważności r ⊆ P(N)2:

P r Q wtedy i tylko wtedy, gdy P = Q = ∅ lub
P,Q 6= ∅ i min P = min Q.

Jakiej mocy jest zbiór ilorazowy P(N)/r? Jakie s ↪a moce poszczególnych klas abstrakcji?

241. Jakiej mocy jest zbiór tych wszystkich funkcji f : N→ N, że każdy ze zbiorów
→
f −1({n})

jest innej mocy?

242. Niech ϕ : NN → P(N)P(N) b ↪edzie określona w nast ↪epuj ↪acy sposób:

ϕ(f)(A) = ~f−1(A).

(a) Czy funkcja ϕ jest różnowartościowa?

(b) Czy funkcja ϕ jest na?

(c) Znaleźć ~ϕ−1({IdP(N)}).
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(d) Czy istnieje funkcja f ∈ Rgϕ, która jest różnowartościowa? Czy każda funkcja
f ∈ Rgϕ jest różnowartościowa?

243. Powiemy, że zbiór funkcji F ⊆ 2X rozróżnia elementy zbioru A ⊆ X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych różnych x, y ∈ A istnieje taka funkcja f ∈ F , że f(x) 6= f(y).

(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór F ⊆ 2N rozróżniaj ↪acy ele-
menty zbioru N?

(b) Czy istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór F ⊆ 2N nie rozróżniaj ↪acy
elementów zbioru N?

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbiorów zbioru 2N, które rozróżniaj ↪a
elementy zbioru N?

(d) Czy dla każdego F ⊆ 2X istnieje maksymalny (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) zbiór A ⊆
X, którego elementy rozróżnia zbiór F?

244. Niech Q+ = {q ∈ Q | q > 0} i niech f : N 1−1−→
na
Q i g : N 1−1−→

na
Q+. Definiujemy funkcj ↪e

h : Q 1−1−→ Q+, przyjmuj ↪ac h(f(n)) = g(m), gdzie

m = min{k ∈ N | ∀i < n [h(f(i)) 6= g(k) ∧ [f(i) ≤ f(n) ↔ h(f(i)) ≤ g(k)]]}.

Czy funkcja h jest dobrze określona? Czy jest ”na Q+”?

245. Nie powo luj ↪ac si ↪e na twierdzenie Cantora, prosz ↪e udowodnić nast ↪epuj ↪acy wariant tego
twierdzenia:

Dla żadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 2A.

246. Niech φ : RR → P(R) b ↪edzie określona nast ↪epuj ↪aco: φ(f) = ~f−1(IQ), gdzie IQ = R−Q.
Zbadać, czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy jest na P(R).

247. Jaka jest moc zbioru F = {f ∈ RR | φ(f) = ℵ0}, jeśli φ jest funkcj ↪a z zadania 246?

248. Niech D ⊆ R. Zbiór V ⊆ R jest D- latwy , gdy (x + y)3 − 2xy ∈ D dla wszystkich
x, y ∈ V , takich że x 6= y. Zbiór V ⊆ R jest D-trudny , gdy:

∀x ∈ R(x ∈ V ∨ ∃y ∈ V ((x + y)3 − 2xy 6∈ D)).

Dla jakich D istnieje zbiór V , jednocześnie D- latwy i D-trudny?

249. Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech f : A → A. Za lóżmy, że dla

każdego  lańcucha L w 〈A,≤〉 istniej ↪a kresy dolne zbiorów L i
→
f (L), a jeśli L 6= ∅, to

na dodatek f(inf L) = inf(
→
f (L)). Udowodnić, że f ma najwi ↪ekszy punkt sta ly.

Uwaga: Za lożenia o kresach dolnych dotycz ↪a tylko  lańcuchów !

250. Niech IQ = R−Q i niech φ : RR → P(R)− {∅} b ↪edzie taka, że φ(f) = ~f(IQ). Zbadać,
czy funkcja φ jest różnowartościowa i czy jest na P(R)− {∅}.

251. Niech φ : RR → P(R) b ↪edzie określona nast ↪epuj ↪aco: φ(f) = ~f−1(IQ), gdzie IQ = R−Q.

(a) Czy r = {〈 f, g 〉 | Q ⊆ φ(f) ∩ φ(g)} jest relacj ↪a równoważności w RR?
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(b) Czy s = {〈 f, g 〉 | φ(f)× φ(g) jest relacj ↪a równoważności w R} jest relacj ↪a równo-
ważności w RR?

252. Dla wszystkich k ∈ N określamy funkcje fk : {0, 1}N → {0, 1}N jak niżej:

fk(a)(n) =


a(n) + a(n + 1)− a(n)a(n + 1), dla n = k,

a(n)a(n + 1), dla n = k + 1,

a(n), w przeciwnym razie.

Każd ↪a z takich funkcji nazywamy weso l ↪a transformacj ↪a. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ci ↪agów należ ↪acych do {0, 1}N, które za pomoc ↪a skończonej liczby weso lych
transformacji można przekszta lcić w jakís element zbioru

B = {a ∈ {0, 1}N | ∃n ∈ N(∀i < n(a(i) = 1) ∧ ∀i ≥ n(a(i) = 0))}.

253. Zbiór A ⊆ R nazwiemy wzorcowym, jeżeli każda liczba rzeczywista jest wspó lmierna3

z pewn ↪a liczb ↪a ze zbioru A, ale żadne dwie różne liczby ze zbioru A nie s ↪a wspó lmierne.
Czy istniej ↪a zbiory wzorcowe?

254. Niech 〈Er ,≤〉 b ↪edzie zbiorem liniowo uporz ↪adkowanym i niech Ku ⊆ Er b ↪edzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy ℵ0. Za lóżmy, że

• Każdy niepusty podzbiór zbioru Er ograniczony z góry ma kres górny.

• Jeśli x, y ∈ Er i x < y to istnieje takie ku ∈ Ku, ze x < ku < y.

• W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.

Udowodnić, że zbiór Er jest mocy continuum.

255. Niech Φ : (N→ N) → (P(N) → P(N)) b ↪edzie taka, że

Φ(f)(A) =
→
f −1(

→
f (A)),

dla wszystkich f : N→ N i A ⊆ N.ls ma

(a) Czy funkcja Φ jest różnowartościowa?

(b) Czy funkcja Φ jest na zbiór P(N) → P(N)?

(c) Znaleźć przeciwobraz
→
Φ −1({idP(N)}), gdzie idP(N) to funkcja identycznościowa

z P(N) do P(N).

(d) Udowodnić, że dla dowolnego f : N → N istnieje taka relacja równoważności
r ⊆ N× N, że dla wszystkich A ⊆ N zachodzi

Φ(f)(A) =
⋃
{[a]r | a ∈ A}.

256. W zbiorze R[x] wszystkich wielomianów jednej zmiennej o wspó lczynnikach rzeczy-
wistych określamy relacj ↪e równoważności r:

f r g wtedy i tylko wtedy, gdy f − g jest funkcj ↪a liniow ↪a.
3Liczby rzeczywiste x i y s ↪a wspó lmierne, gdy mx + ny = 0 dla pewnych ca lkowitych m i n, różnych od 0.
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Znaleźć moc zbioru ilorazowego relacji r i moc każdej klasy abstrakcji.

257. Niech A,B ⊆ R b ↪ed ↪a niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby x przez |x − A| oz-
naczamy odleg lość x od zbioru A, czyli inf{|x − a| | a ∈ A}. Udowodnić, że istnieje
podzbiór T zbioru B o takich w lasnościach:

• Jeśli x, y ∈ T oraz x 6= y to |x− y| ≥ 1
2(|x−A|+ |y −A|);

• Jeśli x ∈ B − T to istnieje takie y ∈ T , że |x− y| < 1
2(|x−A|+ |y −A|).

258. Udowodnić, że funkcja f : P (N) → P (N) jest ci ↪ag la (ze wzgl ↪edu na inkluzj ↪e) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(a) =
⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ a},

dla dowolnego a ∈ P (N).

259. Objaśnić co to znaczy, że:

(a) Zbiór X jest przeciwobrazem zbioru Y przy funkcji f : A → B;

(b) Moc zbioru X jest mniejsza od mocy zbioru Y ;

(c) Zbiór X jest klas ↪a abstrakcji relacji równoważności r w zbiorze A;

(d) Zbiór X jest liczb ↪a naturaln ↪a;

(e) Zbiór X jest skończony;

(f) Zbiór X jest dobrze ufundowany przez relacj ↪e �;

(g) Zbiór X jest zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym;

(h) Podzbiór X zbioru A ma kres górny w 〈A,�〉;
(i) Moc zbioru X jest iloczynem liczb kardynalnych m i n.

260. Relacja równoważności r w zbiorze N− {0} jest określona tak:

〈m,n 〉 ∈ r ⇐⇒ m i n maj ↪a te same dzielniki pierwsze.

Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie s ↪a moce tych klas?

261. Funkcja f : N→ N jest uporczywa, gdy spe lnia warunek

∀n ∈ N ∀m ∈ N ∃k ∈ N (k > m ∧ f(k) = n).

Jakiej mocy jest zbiór U wszystkich funkcji uporczywych?
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Rozwi
↪
azania4

227: Funkcja F jest na P (N), bo każdy podzbiór A ⊆ N jest postaci F (x), gdzie x jest
ci ↪agiem stale równym A. Ale nie jest różnowartościowa, bo na przyk lad F (x) = F (y) dla
ci ↪agu sta lego x(i) = N i ci ↪agu

y(i) =
{
N, jeśli i jest parzyste;
∅, w przeciwnym przypadku.

Dla A = ∅, jedyny ci ↪ag x spe lniaj ↪acy warunek F (x) = ∅ to ci ↪ag sta ly x(i) = ∅. Zatem
→
F −1({∅}) jest jednoelementowy. Natomiast jeśli A 6= ∅ to

→
F −1({A}) musi być nieskończony.

Do tego przeciwobrazu należ ↪a bowiem wszystkie funkcje yk postaci

yk(i) =
{

A, jeśli i = k;
∅, jeśli i 6= k,

gdzie k jest dowoln ↪a liczb ↪a naturaln ↪a. A wi ↪ec nie istnieje taki zbiór A ⊆ N, że
→
F −1({A}) ma

dok ladnie cztery elementy.
228a: Zwrotność: Jeśli x jest parzyste to x − x = 0, a zero jest podzielne przez k. Jeśli zaś
x jest nieparzyste, to x · x ≥ 0, przy czym nierówność jest ostra bo x 6= 0.
Symetria: Oczywista.
Przechodniość: Niech 〈x, y 〉, 〈 y, z 〉 ∈ ρk. Wtedy x i z musz ↪a być tej samej parzystości co y.
Zatem wszystkie trzy liczby s ↪a parzyste albo wszystkie trzy s ↪a nieparzyste. W pierwszym
przypadku mamy x − z = (x − y) + (y − z). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna
przez k, wi ↪ec 〈x, z 〉 ∈ ρk. W drugim przypadku x · z = (x · y) · (y · z) · 1

y2 > 0 i też dobrze.
228b: Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji s ↪a nieskończone. Jeśli a jest liczb ↪a nieparzyst ↪a,
to [a]ρk

= {b ∈ Z | b > 0} albo [a]ρk
= {b ∈ Z | b < 0}. A jeśli a jest parzyste, to

[a]ρk
= {a + nk | n ∈ Z i nk jest parzyste}. A wi ↪ec nie ma klasy k-elementowej.

228c: Jeśli k = 4 to mamy 4 klasy abstrakcji:

• Klas ↪e liczb nieparzystych dodatnich;

• Klas ↪e liczb nieparzystych ujemnych;

• Klas ↪e liczb podzielnych przez 4;

• Klas ↪e liczb parzystych niepodzielnych przez 4.

W przypadku k = 3 jest pi ↪eć klas:

• Klasa liczb nieparzystych dodatnich;

• Klasa liczb nieparzystych ujemnych;

• Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;

• Klasa liczb parzystych daj ↪acych reszt ↪e 1 z dzielenia przez 3;

• Klasa liczb parzystych daj ↪acych reszt ↪e 2 z dzielenia przez 3.

229a: Przyk ladem funkcji f : P(N) → P(N), która nie jest postaci Φ(T ), dla żadnego T , jest
funkcja określona warunkiem

f(A) =
{
N, jeśli A = ∅;
∅, w przeciwnym przypadku.

4Dzi ↪ekuj ↪e dr. Piotrowi Hoffmanowi za przygotowanie niektórych rozwi ↪azań
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b: Jeśli T = {〈 {x}, x 〉 | x ∈ N}, to Φ(T ) = idP(N), bo wtedy Φ(T )(a) = {x ∈ N | {x} ⊆ a} =
{x ∈ N | x ∈ a} = a. Aby uzyskać funkcj ↪e sta l ↪a musimy przyj ↪ać T = {〈 ∅, x 〉 | x ∈ A}, dla
wybranego A. Wtedy Φ(T )(a) = {x ∈ N | x ∈ A} = A.
c: Przypuśćmy, że Φ(T ) = Φ(S) i przy tym T 6= S, na przyk lad 〈 a, x 〉 ∈ T − S. Skoro x
należy do Φ(T )(a) = Φ(S)(a), to 〈 b, x 〉 ∈ S dla pewnego b ⊆ a. St ↪ad x ∈ Φ(S)(b) = Φ(T )(b),
wi ↪ec jest takie c ⊆ b, że 〈 c, x 〉 ∈ T . Wtedy c ⊆ a, wi ↪ec c = a. Zatem 〈 a, x 〉 = 〈 c, x 〉 ∈ S
i mamy sprzeczność.

230a: Obraz zbioru a przy funkcji h : b → c to zbiór
→
h (a) = {z ∈ c | ∃y(y ∈ a∧f(y) = z}. Na

przyk lad jeśli f : N → N jest dana wzorem f(n) = min(2n, 7), to obrazem zbioru {1, 3, 5, 6}
jest zbiór {2, 6, 7}.
230b: Klasa abstrakcji relacji s wyznaczona przez b to zbiór [b]s = {x ∈ a | 〈x, b 〉 ∈ s}. Na
przyk lad klasa abstrakcji relacji s = {〈m,n 〉 ∈ N×N | |m−n| dzieli si ↪e przez 7} wyznaczona
przez 17 sk lada si ↪e ze wszystkich liczb, które daj ↪a reszt ↪e 3 przy dzieleniu przez 7.
230c: Produkt uogólniony rodziny {aT }T∈t to zbiór

∏
T∈t aT z lożony ze wszystkich funkcji f

spe lniaj ↪acych warunki
Dom(f) = t; ∀T (T ∈ t → f(T ) ∈ aT ).

Na przyk lad gdy an = {0, . . . , n} dla n ∈ N to produkt
∏

n∈N an to zbiór wszystkich funkcji
f : N→ N spe lniaj ↪acych dla wszystkich n warunek f(n) ≤ n.
230d: Zupe lny porz ↪adek cz ↪eściowy to taki porz ↪adek cz ↪eściowy, w którym każdy podzbiór
skierowany ma kres górny. Na przyk lad zbiór wszystkich funkcji cz ↪eściowych z N w N gdzie
f ≤ g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Dom(f) ⊆ Dom(g) oraz f(n) = g(n) dla dowol-
nego n ∈ Dom(f).
230e: Kres górny podzbioru a w zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym 〈 b,≤〉 to najmniejsze
ograniczenie górne tego zbioru, tj. taki element x, który spe lnia warunki:

• ∀y(y ∈ a → y ≤ x);

• ∀z(∀y(y ∈ a → y ≤ z) → z ≤ x).

230f: Zbiór dobrze ufundowany to taki zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany, w którym każdy
niepusty podzbiór ma element minimalny.
231a: Funkcja F jest ”na”, bo f = F (f, f), dla dowolnego f ∈ NN.
231b: To nie jest funkcja różnowartościowa. Jeśli przez n oznaczymy funkcj ↪e stale równ ↪a n,
to F (0,1) = F (0,2).
231c: Zbiór wszystkich klas abstrakcji j ↪adra jest oczywíscie równoliczny ze zbiorem wartości
funkcji. Ponieważ funkcja jest ”na”, wi ↪ec w tym wypadku jest to zbiór mocy NN = C.
231d: Klasy abstrakcji tej relacji to przeciwobrazy zbiorów jednoelementowych. Każdy taki
przeciwobraz F−1({f}) jest mocy continuum. Z jednej strony jest on zawarty w NN wi ↪ec jest
mocy co najwyżej C. Z drugiej strony, do F−1({f}) należ ↪a wszystkie pary postaci 〈 f, f + g 〉,
gdzie g jest dowoln ↪a funkcj ↪a z N do N. (Oczywíscie przez f + g rozumiemy funkcj ↪e określon ↪a
wzorem (f +g)(n) = f(n)+g(n).) Ponieważ zbiór par postaci 〈 f, f +g 〉 jest mocy continuum,
wi ↪ec moc naszej klasy jest co najmniej taka. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy,
że każda klasa ma moc C.
232: Rozpatrzmy rodzin ↪e S wszystkich skierowanych podzbiorów zbioru cz ↪eściowo uporz ↪ad-
kowanego 〈A,≤〉. Mamy udowodnić, że zbiór S (uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e) ma element
maksymalny. Należy w tym celu pokazać, że suma każdego  lańcucha L zbiorów skierowanych
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jest zbiorem skierowanym. Wówczas bowiem suma  lańcucha L jest jego ograniczeniem górnym
w S i można zastosować lemat Kuratowskiego-Zorna.
Przypuśćmy wi ↪ec, że a, b ∈

⋃
L. Wtedy a ∈ A, b ∈ B, dla pewnych A,B ∈ L. Jeden z tych

zbiorów jest zawarty w drugim, bo L jest  lańcuchem. Jeśli na przyk lad A ⊆ B to a, b ∈ B
i musi istnieć takie c ∈ B, że a, b ≤ c. Oczywíscie c ∈

⋃
L, wi ↪ec pokazalísmy, że a i b maj ↪a

wspólne ograniczenie w
⋃

L. A wi ↪ec
⋃

L faktycznie jest zbiorem skierowanym.
233a: Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ci ↪ag la), wi ↪ec f(a) ≥ f(p) = p, dla dowolnego
p ∈ P . Zatem f(a) jest ograniczeniem górnym zbioru P i mamy a ≤ f(a). Dalej przez
indukcj ↪e wynika, że elementy fn(a), gdzie n ∈ N, tworz ↪a ci ↪ag wst ↪epuj ↪acy. Niech b b ↪edzie
kresem górnym tego ci ↪agu (w kracie K). Wówczas

f(b) = f(sup{fn(a) | n ∈ N}) = sup{fn+1(a) | n ∈ N} = sup{fn(a) | n ∈ N} = b,
a wi ↪ec b jest punktem sta lym. Przy tym b jest najmniejszym punktem sta lym wi ↪ekszym lub
równym a. Jeśli bowiem c ≥ a jest punktem sta lym, to  latwo pokazać przez indukcj ↪e, że
c ≥ fn(a) dla dowolnego n, i w konsekwencji c ≥ b.
233b: Nie. Na przyk lad weźmy tak ↪a funkcj ↪e f : P(N) → P(N):

f(X) =

{
X, jeśli X ≤ 1;
X ∪ {7}, w przeciwnym przypadku.

.

Wtedy każdy zbiór jednoelementowy jest punktem sta lym funkcji f . Jeśli teraz P = {{2}, {3}},
to kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbiór {2, 3}, który nie jest punktem sta lym.
233c: Tak. W pierwszej cz ↪eści zadania mowa o tym, że każdy podzbiór P zbioru S ma kres
górny w S.
234a: Nieprawda. Trzeba wstawić ”różnowartościowym”.
234b: Nieprawda. Trzeba wstawić ”i nie s ↪a w relacji d”.
234c: Nieprawda. Trzeba wstawić ”o skończonym rozga l ↪ezieniu”.
234d: Prawda. Jeśli wszystkie zbiory s ↪a niepuste, i nieskończenie wiele z nich ma przynaj-
mniej dwa elementy to produkt musi być nieprzeliczalny.
234e: Prawda. W kracie zupe lnej wystarczy nawet aby przekszta lcenie by lo monotoniczne.
234f: Nieprawda. Trzeba wstawić ”niepustym”.
234g: Nieprawda. Trzeba wstawić ”nieskończonym”.
234h: Prawda. Nie tylko przedzia l w R, ale w ogóle każdy zbiór można dobrze uporz ↪adkować.
235: Niech Z oznacza zbiór wszystkich dobrze ufundowanych cz ↪eściowych porz ↪adkow w N.
Oczywíscie Z ≤ C, bo Z ⊆ P(N × N). Aby udowodnić nierówność C ≤ Z określimy funkcj ↪e
F : P(N− {0}) 1−1−→ Z. Dla dowolnego A ⊆ N− {0} przyjmiemy

F (A) = {〈 a, 0 〉 | a ∈ A} ∪ {〈n, n 〉 | n ∈ N}.

Relacja F (A) jest dobrym ufundowaniem zbioru N ( lańcuchy s ↪a co najwyżej dwuelementowe).
Ponadto jeśli A 6= B, np. jeśli a ∈ A− B, to 〈 a, 0 〉 ∈ F (A)− F (B), wi ↪ec funkcja faktycznie
jest różnowartościowa. Z nierówności Z ≤ C i C ≤ Z i z twierdzenia Cantora-Bernsteina
wynika równość.
236a: Nie. Na przyk lad funkcje g0 i g1 (zob. cz ↪eść 236e) nie s ↪a porównywalne.
236b: Nie. Na przyk lad takie funkcje fn tworz ↪a ci ↪ag malej ↪acy:

fn(m) =
{

0, jeśli m ≤ n;
1, w przeciwnym przypadku.

236c: Tak. Jest izomorficzny z 〈P(N),⊆〉.
236d: Tak. Ci ↪ag malej ↪acy (cz ↪eść 236b) jest oczywíscie nieskończonym  lańcuchem.



28 grudnia 2007, godzina 10: 47 27

236e: Tak, na przyk lad zbiór {gn | n ∈ N}, gdzie

gn(m) =
{

1, jeśli m = n;
0, w przeciwnym przypadku.

236f: Tak. Wystarczy oczywíscie wskazać nieprzeliczalny anty lańcuch w 〈P(N),⊆〉 (por.
cz ↪eść 236c). Dla dowolnego ci ↪agu α : N → 0, 1 skonstruujemy przez indukcj ↪e ścísle rosn ↪ac ↪a
funkcj ↪e fα : N→ N. Przyjmujemy fα(0) = 1, oraz

fα(n + 1) =
{

2fα(n), jeśli α(n) = 0;
2fα(n) + 1, jeśli α(n) = 1.

Jeśli teraz Aα = Rg(fα), to zbiory Aα tworz ↪a anty lańcuch. Istotnie, niech α 6= β i niech
m = min{k ∈ N | α(k) 6= β(k)}. Wtedy mamy fα(m+1) ∈ Aα−Aβ oraz fβ(m+1) ∈ Aβ−Aα.
Zbiory Aα odpowiadaj ↪a nieskończonym kraw ↪edziom drzewa na rysunku.
236g: Funkcje fα z cz ↪eści 236f tworz ↪a nieprzeliczalny  lańcuch w NN.
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237: Należy udowodnić, że rodzina Z = {B ⊆ A | żadne trzy punkty w B nie s ↪a wspó lliniowe}
ma element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny  lańcuch  L w Z. Suma tego
 lańcucha należy do Z. Jeśli bowiem a, b, c ∈

⋃
 L to każdy z tych punktów należy do pewnego

zbioru z  lańcucha  L. Jeden z tych trzech zbiorów zawiera pozosta le (bo przecież  L jest
 lańcuchem) wi ↪ec punkty a, b, c nie mog ↪a być wspó lliniowe.
Skoro

⋃
 L ∈ Z to

⋃
 L jest ograniczeniem górnym  lańcucha  L. A wi ↪ec pokazalísmy, że dowolny

 lańcuch w Z ma ograniczenie górne. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie elementu
maksymalnego. Jest to zbiór spe lniaj ↪acy warunki zadania.
238a: Tak. Jeśli Z 6= Y , na przyk lad Z 6⊆ Y , to istnieje element z ∈ Z, który nie należy
do Y . Wtedy {z}RZ ∅, ale 〈 {z}, ∅ 〉 6∈ RY . Zatem RZ 6= RY .
238b: Nie. Zauważmy bowiem, że klasa abstrakcji [Z]RZ

to zawsze zbiór P(Z). Mamy
bowiem 〈X, Z 〉 ∈ RZ wtedy i tylko wtedy, gdy X ∪ Z = Z, czyli gdy X ⊆ Z. Rozpatrzmy
teraz podzia l zbioru P(N) na dwie sk ladowe: jedna z nich to zbiór {∅, {0}, {1}} a do drugiej
należ ↪a wszystkie pozosta le podzbiory N. Relacja równoważności wyznaczona przez ten podzia l
nie jest postaci RZ (a wi ↪ec nie jest wartości ↪a funkcji f), bo żaden ze zbiorów naszego podzia lu
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nie jest postaci P(Z). Pierwszy dlatego, że ma 3 elementy, drugi dlatego, że nie należy do
niego zbiór pusty.
239: Niech f(0) = 0 oraz f(n) = n − 1, gdy n > 0. Jeśli teraz X = {0}, to mamy
g(i) = f−i({0}) = {n | f i(n) = 0} = {0, . . . , i}. A zatem g(i) 6= g(j), dla i 6= j.
243a: Niech dla n ∈ N funkcja fn : N → 2 b ↪edzie funkcj ↪a charakterystyczn ↪a zbioru {n},
tzn. niech fn(k) = 1, gdy k = n, a fn(k) = 0, gdy k 6= n. Niech F = {fn |n ∈ N, n > 0}.
Wtedy F rozróżnia elementy zbioru N. Weźmy bowiem dowolne dwie różne liczby naturalne
i oznaczmy wi ↪eksz ↪a przez x, a mniejsz ↪a przez y (zatem x > 0). Wtedy fx(x) = 1, zaś
fx(y) = 0, a zarazem fx ∈ F . Zbiór F jest także minimalnym zbiorem rozróżniaj ↪acym N.
Weźmy bowiem dowolny jego podzbiór F0 rozróżniaj ↪acy N oraz dowolne naturalne n > 0.
Wiemy, że istnieje takie naturalne x > 0, że fx ∈ F0 oraz fx(0) 6= fx(n). Ponieważ fx(0) = 0,
wi ↪ec fx(n) = 1, a zatem x = n. Dowodzi to, że dla każdego naturalnego n > 0 mamy fn ∈ F0.
A zatem F0 = F .
243b: Niech F = {f : N → 2 | f(0) = f(1)}. Zbiór F nie rozróżnia zbioru N, ponieważ
dla każdego f ∈ F zachodzi f(0) = f(1). Niech F ′ b ↪edzie dowolnym nadzbiorem F nie
rozróżniaj ↪acym N i niech g b ↪edzie dowolnym jego elementem. Istniej ↪a różne liczby naturalne
x, y takie, że dla każdego f ∈ F ′ zachodzi f(x) = f(y), gdyż w przeciwnym razie F ′ rozróż-
nia lby N. Jeżeli x > 1, to fx ∈ F oraz fx(x) = 1 jest różne od fx(y) = 0. Podobnie jeśli
y > 1. A zatem x = 1 i y = 0 lub x = 0 i y = 1. Skoro g ∈ F ′, to g(x) = g(y), a wi ↪ec
g(0) = g(1). Zatem g ∈ F . Dowodzi to, że F ′ = F .
243c: Zbiór F z cz ↪eści 243a rozróżnia elementy zbioru N i jest mocy ℵ0. Ponieważ dla
dowolnej mocy nieskończonej m zachodzi m + ℵ0 = m, wi ↪ec moc zbioru 2N − F jest równa
continuum. Ponieważ każdy zbiór postaci F ∪ G, gdzie G ⊆ 2N − F , rozróżnia elementy
zbioru N, wi ↪ec rodzina tych podzbiorów zbioru 2N, które rozróżniaj ↪a ca le N jest mocy co
najmniej 2C. Ta rodzina jest wi ↪ec dok ladnie mocy 2C, bo jest zawarta w zbiorze P (2N), który
też jest mocy 2C.
243d: Rozważamy uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e zbiór Z wszystkich tych A ⊆ X, których
elementy rozróżnia zbiór F . Zauważmy, że nasz zbiór spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-
Zorna, tj. suma dowolnego  lańcucha zbiorów należ ↪acych do Z sama należy też do Z. (Istotnie,
jeśli x, y s ↪a elementami sumy  lańcucha L to x ∈ A, y ∈ B, dla pewnych A,B ∈ L. Jeden ze
zbiorów A,B zawiera drugi, a zatem oba elementy x, y do niego należ ↪a, istnieje wi ↪ec poż ↪adana
funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego rodziny Z wynika wi ↪ec z lematu Kuratowskiego-
Zorna.
244: Udowodnimy przez indukcj ↪e, że dla dowolnego n ∈ N, określone s ↪a wszystkie wartości
h(f(i)) dla i ≤ n, oraz że dla i, j ≤ n zachodzi warunek f(i) ≤ f(j) ↔ h(f(i)) ≤ h(f(j)).
Wynika st ↪ad, że h(f(i)) jest dobrze określone dla wszystkich i ∈ N. Dla n = 0 teza jest
oczywista, za lóżmy wi ↪ec, że n > 0, i że warunek zachodzi dla i, j ≤ n− 1. Ustawmy wartości
f(i) dla i ≤ n − 1 w ci ↪ag rosn ↪acy a0 < a1 < · · · < an−1. Zauważmy, że wartości h(f(i))
tworz ↪a wtedy też ci ↪ag rosn ↪acy h(a0) < h(a1) < · · · < h(an−1). Liczba f(n) należy do jednego
z przedzia lów (−∞, a0), (a0, a1), . . . , (an−2, an−1), (an−1,∞), a wartość h(f(n)) jest określona,
bo każdy z odpowiadaj ↪acych im w Q+ przedzia lów (0, b0), (b0, b1), . . . , (bn−2, bn−1), (bn−1,∞)
jest niepusty. A wi ↪ec funkcja jest dobrze określona.
Dla dowolnego n, liczby b ∈ Q+ spe lniaj ↪ace warunek

∀i < n [f(i) ≤ f(n) ↔ h(f(i)) ≤ b]},

nazwiemy liczbami dozwolonymi dla n. Można wi ↪ec powiedzieć, że h(f(n)) to liczba doz-
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wolona dla n, o najmniejszym możliwym numerze.
Przypuśćmy, że nasza funkcja nie jest surjekcj ↪a, i niech m b ↪edzie najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪a,
że g(m) nie jest wartości ↪a funkcji h. Ustawmy w ci ↪ag rosn ↪acy b0 < b1 < · · · < bm−1 liczby g(i)
dla i < m. Wtedy h(ai) = bi, dla pewnych liczb a0 < a1 < · · · < am−1. Niech ai = f(ni) dla
i < m. Liczba g(m) należy do jednego z przedzia lów (0, b0), (b0, b1), . . . , (bm−2, bm−1), (bm−1,∞),
powiedzmy do przedzia lu (bi, bi+1). (Pozosta le przypadki s ↪a analogiczne.) Wybierzmy najm-
niejsz ↪a tak ↪a liczb ↪e k, że f(k) należy do przedzia lu (ai, ai+1). Wartość h(f(k)) należy do
przedzia lu (bi, bi+1), a skoro jest różna od g(m) i wszystkich b(i), wi ↪ec musi być postaci g(n)
dla pewnego n > m.
Mamy teraz dwie możliwości. Jeśli k jest wi ↪eksze od obu liczb ni, ni+1, to liczby dozwolone
dla k s ↪a zawarte w przedziale (bi, bi+1), a wi ↪ec nierówność n > m jest sprzeczna z definicj ↪a
funkcji h. Jeśli zaś k jest mniejsze od jednej z nich, na przyk lad od ni, to wartość bi = g(l)
jest dozwolona dla k, a tymczasem l < m < n. To też jest sprzeczne z definicj ↪a funkcji h.
245: Niech F : A

na−→ 2A, i niech

f(a) =
{

1, jeśli F (a)(a) = 0;
0, jeśli F (a)(a) = 1

Skoro F jest surjekcj ↪a wi ↪ec f = F (b) dla pewnego b i mamy sprzeczność:

f(b) = 1 ↔ f(b) = 0.

246: Funkcja φ nie jest różnowartościowa. Jeśli na przyk lad f(x) = x + 1 dla x ∈ R,
to φ(idR) = φ(f) = IQ. Natomiast φ : RR na−→ P(R), bo dla dowolnego B ⊆ R zachodzi
B = φ(f), gdzie

f(x) =
{

π, jeśli x ∈ B,
0, w przeciwnym przypadku.

247: Zbiór F jest mocy 2C. Nierówność F ≤ 2C wynika st ↪ad, że F ⊆ RR, a ten ostatni zbiór
ma moc CC = 2C. Aby wykazać, że F ≥ 2C, zauważmy najpierw, że zbiór QR−N jest także
mocy 2C, bo R− N = C. Funkcja ξ : QR−N 1−1−→ F może zaś być określona warunkiem

ξ(f)(x) =
{

π, jeśli x ∈ N,
f(x), w przeciwnym przypadku.

248: Zbiór jest jednocześnie D- latwy i D-trudny, wtedy i tylko wtedy, gdy jest maksymal-
nym zbiorem D- latwym (tj. elementem maksymalnym rodziny wszystkich zbiorów D- latwych,
uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e). Rodzina ta spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna,
jeśli bowiem L jest  lańcuchem zbiorów D- latwych, to

⋃
L też jest zbiorem D- latwym, (a jako

taki, stanowi ograniczenie górne  lańcucha). Istotnie, jeśli x, y ∈
⋃

L, to istniej ↪a takie
V1, V2 ∈ L, że x ∈ V1 i y ∈ V2. Ponieważ L jest  lańcuchem, wi ↪ec V2−i ⊆ Vi dla i = 1
lub i = 2. Wtedy x, y ∈ Vi, sk ↪ad wynika poż ↪adana w lasność (x + y)3 − 2xy ∈ D.
Z powyższego wynika, że dla każdego D, do rodziny wszystkich zbiorów D- latwych stosuje
si ↪e lemat Kuratowskiego-Zorna, a wi ↪ec maksymalny zbiór D- latwy istnieje zawsze.
249: Ponieważ zbiór pusty jest  lańcuchem, wi ↪ec istnieje inf ∅, czyli najwi ↪ekszy element
zbioru A. Oznaczmy go przez >. Dalej zauważmy, że funkcja f jest monotoniczna. Jeśli
bowiem a ≤ b to zbiór {a, b} tworzy  lańcuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem
dolnym dla {f(a), f(b)}, czyli f(a) ≤ f(b).
Niech ak = fk(>). Z monotoniczności funkcji f wynika, że ci ↪ag ak jest zst ↪epuj ↪acy: a0 ≥ a1 ≥
a2 . . . Zbiór {ak | k ∈ N} jest wi ↪ec  lańcuchem i ma kres dolny aω. Z za lożenia o f mamy teraz
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f(aω) = inf{fk+1(>) | k ∈ N} = inf{fk(ak) | k ∈ N} = aω. A wi ↪ec aω jest punktem sta lym f .
Jeśli b jest innym punktem sta lym, to oczywíscie b ≤ >. Przez indukcj ↪e  latwo udowodnić,
że b = fk(b) ≤ fk(>) = ak sk ↪ad b jest ograniczeniem dolnym zbioru {ak | k ∈ N}. A zatem
b ≤ aω, bo aω jest kresem dolnym tego zbioru.
250: Funkcja φ nie jest różnowartościowa. Jeśli na przyk lad f(x) = x + 1 dla x ∈ R, to
φ(idR) = φ(f) = IQ. Aby wykazać, że φ : RR na−→ P(R)− {∅}, zauważmy, że dla każdego
niepustego zbioru B ⊆ R zachodzi B ≤ C. Istnieje wi ↪ec funkcja fB : IQ na−→ B. Wtedy
φ(f) = B, gdzie

f(x) =
{

fB(x), jeśli x ∈ IQ,
0, w przeciwnym przypadku:

251: Żadna z tych relacji nie jest relacj ↪a równoważności, bo żadna nie jest zwrotna. Z zada-
nia 246 wynika, że φ(f) = ∅ dla pewnej funkcji f . Wtedy oczywíscie 〈 f, f 〉 6∈ r. Mamy też
φ(f)× φ(f) = ∅, a skoro zbiór pusty nie jest relacj ↪a równoważności w R, to 〈 f, f 〉 6∈ s.

252: Zbiór G jest mocy ℵ0. Oczywíscie B = ℵ0, wi ↪ec G ≥ ℵ0, bo B ⊆ G. Pokażemy, że
G ≤ ℵ0. Niech H b ↪edzie zbiorem tych ci ↪agów z {0, 1}N, w których wyst ↪epuje tylko skończenie
wiele jedynek. Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbiorów

Hk = {a ∈ {0, 1}N | ∀n ≥ k. a(n) = 0},
zbiór H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G ⊆ H. Istotnie, każda weso la transfor-
macja zmienia ci ↪ag w co najwyżej dwóch miejscach, aby wi ↪ec w skończonej liczbie kroków
otrzymać element zbioru B, trzeba zacz ↪ać od ci ↪agu, który od pewnego miejsca ma same zera.
253: Zbiór wzorcowy to maksymalny element rodziny R wszystkich zbiorów o elementach
parami niewspó lmiernych, uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e.  Lańcuch takich zbiorów jest ogra-
niczony z góry w R przez swoj ↪a sum ↪e — jest ona bowiem elementem R. Istotnie, jeśli liczby
x, y należ ↪a do sumy takiego  lańcucha, to każda z nich należy do pewnego sk ladnika sumy,
powiedzmy, że x ∈ S i y ∈ T . Ponieważ jednak T i S s ↪a elementami  lańcucha, mamy
S ⊆ T lub T ⊆ S, a wi ↪ec obie liczby x i y należ ↪a do tego samego sk ladnika i musz ↪a być
niewspó lmierne.
Z powyższego wynika, że rodzina R spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-Zorna, a wi ↪ec
ma element maksymalny — zbiór wzorcowy.
254: Zbiór Ku jest mocy ℵ0, jest g ↪esty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego, a wi ↪ec
jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporz ↪adkowanym tak jak zwykle). Niech
f : Ku 1−1−→

na
Q b ↪edzie odpowiednim izomorfizmem. Dla er ∈ Er przez er↓ oznaczymy zbiór

{ku ∈ Ku | ku < er}.
Rozpatrzmy przekszta lcenie F : Er → R, dane wzorem F (er) = sup ~f(er↓). Przekszta lcenie
to jest różnowartościowe, bo jeśli x < y to x < ku1 < ku2 < y dla pewnych ku1, ku2 ∈ Ku.
Wtedy dla dowolnego d ∈ x↓ mamy f(d) < f(ku1), sk ↪ad F (x) ≤ f(ku1) < f(ku2) ≤ F (y).
Analogicznie, jeśli G(r) = sup ~f−1({q ∈ Q | q < r}) dla r ∈ R, to G : R 1−1−→ Er . Dowód jest
w zasadzie taki sam. A wi ↪ec pokazalísmy, że Er ≤ R oraz R ≤ Er . Zatem Er = C.
255a: Nie. Jeśli idN : N → N jest funkcj ↪a identycznościow ↪a to zawsze Φ(idN)(A) = A. Ale
dla funkcji nast ↪epnika s mamy także Φ(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,

Φ(s)(A) =
→
f −1({s(n) | n ∈ A}) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (s(m) = s(n))} =

= {m ∈ N | ∃n ∈ A (m = n)} = A.
A wi ↪ec Φ(idN) = Φ(s), chociaż idN 6= s.
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255b: Nie. Nietrudno zauważyć, że jeśli A 6= ∅, to także
→
f −1(

→
f (A)) 6= ∅. Zatem na przyk lad

funkcja sta la F : P(N) → P(N), określona warunkiem F (A) = ∅, nie jest wartości ↪a funkcji Φ.

255c: Zauważmy, że Φ−1({idP(N)}) = {f ∈ NN | ∀A ⊆ N (
→
f −1(

→
f (A)) = A)}. Warunek ∀A ⊆

N (
→
f −1(

→
f (A)) = A) zachodzi zaś wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a.

Mamy bowiem
→
f −1(

→
f (A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (f(n) = f(m))}. Dla różnowartościowej

funkcji f , równość f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy
→
f −1(

→
f (A)) = {m ∈ N | ∃n ∈ A (n = m)} = A.

W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n 6= m, wi ↪ec {n}  {n, m} ⊆
→
f −1(

→
f ({n})).

A zatem
→
Φ−1({idP(N)}) to zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych z N do N.

255d: Na pocz ↪atek zauważmy, że n ∈ Φ(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) ∈
→
f (A),

czyli gdy f(n) = f(m) dla pewnego m ∈ A. Przyjmuj ↪ac wi ↪ec r = {〈x, y 〉 | f(x) = f(y)},
 latwo otrzymujemy równoważność

n ∈ Φ(f)(A) ⇔ ∃m ∈ A (n ∈ [m]r),
z której natychmiast wynika teza.
Relacja r to j ↪adro funkcji f , czyli r = {〈x, y 〉 | f(x) = f(y)}. Aby udowodnić, że Φ(f)(A) =⋃
{[a]r | a ∈ A}, za lóżmy najpierw, że n ∈ Φ(f)(A). Oznacza to, że f(n) ∈

→
f (A), czyli że

f(n) = f(m) dla pewnego m ∈ A. Wtedy n ∈ [m]r, a zatem n należy do sumy po prawej
stronie. Jeśli zaś za lożymy, że n jest elementem tej sumy, to n ∈ [m]r, dla pewnego m ∈ A,
czyli w laśnie f(m) = f(n).
256: Każdemu wielomianowi f można przypisać funkcj ↪e α : N→ R, która liczbie n przypisuje
wspó lczynnik wielomianu f przy xn. A wi ↪ec zbiór wszystkich wielomianów jest mocy co
najwyżej takiej jak zbiór RN, czyli Cℵ0 = C. Ponieważ zbiór wszystkich wielomianów sta lych
jest mocy C, wi ↪ec zbiór wszystkich wielomianów jest też mocy C. St ↪ad od razu wynika, że
każda klasa abstrakcji relacji r i zbiór wszystkich klas s ↪a mocy co najwyżej C.
Niech f = anxn + · · · + a2x

2 + a1x + a0. Do klasy [f ]r należ ↪a wszystkie wielomiany postaci
f = anxn + · · · + a2x

2 + a1x + b, gdzie b jest dowoln ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Zatem klasa [f ]r
jest co najmniej (a wi ↪ec dok ladnie) mocy C.
Dla a 6= b wielomiany ax3 i bx3 nie s ↪a w relacji, bo ich różnica jest stopnia 3. Zatem zbiór
klas abstrakcji też jest mocy C.
257. Rozpatrzmy rodzin ↪e T z lożon ↪a ze wszystkich takich podzbiorów T zbioru B, że

|x− y| ≥ 1
2(|x−A|+ |y −A|),

dla dowolnych różnych x, y ∈ T . Rodzina T , uporz ↪adkowana przez inkluzj ↪e, jest niepusta (bo
każdy jednoelementowy podzbiór B należy do T ) i spe lnia za lożenia lematu Kuratowskiego-
Zorna. Niech bowiem L b ↪edzie  lańcuchem w T i niech U =

⋃
L. Jeśli x, y ∈ U , to istniej ↪a

takie T, T ′ ∈ T , że x ∈ T i y ∈ T ′. Skoro L jest  lańcuchem, to albo T ⊆ T ′ albo T ′ ⊆ T .
W obu przypadkach liczby x, y należ ↪a do tego samego zbioru z rodziny T , wi ↪ec ich różnica
spe lnia warunek powyżej.
Pokazalísmy wi ↪ec, że suma dowolnego  lańcucha w T należy do T . A zatem każdy  lańcuch w T
jest ograniczony z góry. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wnioskujemy, że istnieje maksymalny
element T rodziny T . Zbiór T spe lnia pierwszy warunek wymieniony w zadaniu, bo należy
do T . Spe lnia też drugi warunek, bo jest maksymalny: jeśli x ∈ B − T , to zbiór T ∪ {x} nie
należy już do T .



28 grudnia 2007, godzina 10: 47 32

258. Każdy zbiór jest sum ↪a rodziny swoich skończonych podzbiorów i na dodatek ta rodzina
jest skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ci ↪ag lości wynika warunek

f(a) =
⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ a}.

Dla dowodu implikacji odwrotnej za lóżmy, że S jest skierowanym podzbiorem P (N). Kresem

górnym w P (N) jest oczywíscie suma, wi ↪ec równość sup
→
f (S) = f(sup S) sprowadza si ↪e do

równości ⋃
{f(s) | s ∈ S} =

⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆

⋃
S}.

Oznaczmy lew ↪a i praw ↪a stron ↪e tej równości przez LS i PS. Przypuśćmy, że x ∈ LS. Wtedy
x ∈ f(s) dla pewnego s ∈ S, ale f(s) =

⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ s}, wi ↪ec x ∈ f(e),

gdzie e jest skończony i e ⊆ s ⊆
⋃

S. Zatem x ∈ PS. Na odwrót, jeśli x ∈ PS, to x ∈ f(e),
gdzie e = {y1, . . . , yk} jest skończonym podzbiorem

⋃
S. Istniej ↪a takie s1, . . . , sk ∈ S, że

y1 ∈ s1, . . . , yk ∈ sk. Zbiór S jest skierowany, wi ↪ec istnieje też takie s ∈ S, że s1, . . . , sk ⊆ s.
Mamy wi ↪ec e ⊆ s. Ponieważ f(s) =

⋃
{f(e) | e skończony oraz e ⊆ s}, wi ↪ec f(e) ⊆ f(s)

i ostatecznie x ∈ f(s).
259a: X = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }.
259b: Istnieje f : X

1−1−→ Y ale nie istnieje f : X
1−1−→
na

Y .

259c: Istnieje takie a ∈ A, że X = {b ∈ A | b r a}.
259d: X jest elementem najmniejszego zbioru induktywnego, tj. najmniejszego zbioru N
o w lasnościach:

• ∅ ∈ N;

• Dla dowolnego a, jeśli a ∈ N to a ∪ {a} ∈ N.

259e: X jest równoliczny z pewn ↪a liczb ↪a naturaln ↪a.
259f: 〈X,�〉 jest zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym w taki sposób, że każdy niepusty
podzbiór ma element minimalny.
259g: X jest cz ↪eściowo uporz ↪adkowany tak, że każdy podzbiór skierowany ma kres górny.
259h: Istnieje taki element a ∈ A, że

• Dla dowolnego x ∈ X zachodzi x � a;

• Jeśli dla dowolnego x ∈ X zachodzi x � b, to a � b.

259i: Istnieje taki zbiór A mocy m i taki zbiór B mocy n, że X jest równoliczny z iloczynem
kartezjańskim A×B.
260: Funkcja przypisuj ↪aca każdej liczbie n jej klas ↪e abstrakcji [n]r jest na N − {0}/r, wi ↪ec
zbiór ilorazowy jest mocy co najwyżej ℵ0. Wystarczy wi ↪ec sprawdzić, że nasz zbiór jest mocy
co najmniej ℵ0, czyli że istnieje nieskończenie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo każda liczba
pierwsza wyznacza inn ↪a klas ↪e abstrakcji, wi ↪ec zbiór klas abstrakcji relacji r jest mocy ℵ0.

261: Oczywíscie U ≤ C bo zbiór wszystkich funkcji z N do N jest mocy C. Zdefiniujemy teraz
funkcj ↪e F : NN → U . Poniżej, w3(n) oznacza najwi ↪eksze takie r, że n dzieli si ↪e przez 3r.

F (f)(n) =
{

f(k), jeśli n = 2k;
w3(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja F jest dobrze określona, tj, F (f) ∈ U dla f : N → N, bo dla dowolnego r istnieje
nieskończenie wiele liczb nieparzystych, które w rozk ladzie na czynniki pierwsze daj ↪a r trójek.
Funkcja F jest też różnowartościowa, bo dla f(k) 6= g(k) zachodzi F (f)(2k) 6= F (g)(2k).
A wi ↪ec moc U jest co najmniej taka jak moc zbioru NN, z czego ostatecznie wynika F = C.


