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Zadania ze wstepu do teorii mnogoéci!

Zadania na rozgrzewke

1. Zaznacz na rysunku zbiory:
e {((z,y)eR?:(z-24+y-y>1)— (y+z>0)}
e {(z,y)eR?:Va(z+y<0)— (y+z<0)}.
2. Zaznacz na rysunku zbiory:
o {{zy)eR?2:(z-2<0)— (z-2>0)};
o {{x,y)eR?:(z>y)— (y+x>0)}
3. Zaznacz na rysunku zbiory:
o {xeR:Elsz(y—sz/\xSy+%/\y>1/\x>0)}'
o {{zy)eR:2?+y" >1— (2 +(y—2)* < Pk
o {(0,y) ERZ:Va( 4 (2 — 22 £1) > Bx((w - ) + (y — 222 = 1)},

Rachunek zbioréow

4. Wyznaczy¢ AUB, ANB, A—BiB—Adla A= {{a,{a}},a} 1B =/{a,{a}}.
5.* Skad wiadomo, ze dla dowolnych zbioréw a, b, ¢, istnieje zbiér { a, b, c}?
6. Pokazaé, ze:

(a) jeSli A— B=B— Ato A= B;
(b) jesi AUB=CtoC—B=A-B;
(c) jeSi AUBC ANBtoA=B.

7. Niech C C X. Udowodnié¢ réwnowaznos¢ ANCCB <« CC(X—-A)UB

8. Zbadaé, czy dla dowolnych A i B zachodzi

(a) P(AUB) = P(A) U P(B);
(b) P(ANB) = P(A)N P(B);
() A-(BUC)=(A-B)-C;

(d) A= (B-C)=(A-B)uC
9. Pokazaé¢, ze A C B zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P(A) C P(B).
10. Czy jesli AC Bto|JAC|JB? Czy jesi AC Bto (B C[A?

11. Pokaza¢, ze | J P(A) = A, dla dowolnego A.

!Zadania sa zebrane przypadkowo, nie sprawdzone i bez jakiejkolwiek gwarancji poprawnosci. Korzystaé
mozna na wlasne ryzyko i odpowiedzialno$é. Zadania pochodza od réznych autoréw, autorstwo wiekszosci
z nich jest trudne do ustalenia. Za wykrycie bledu dziekuje panu Kamilowi Herbie.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Udowodni¢, ze dla dowolnego X zachodzi réwnowaznos¢:
X C P(X) wtedy i tylko wtedy gdy |JX C X.
Niech A C P(R), bedzie rodzina zbioréw spehiajaca warunek
(VBe A)(VC CR)(CCB—CcA).
Pokazaé, ze | JA={z €e R: {2z} € A}.

Udowodnié, ze dla dowolnego X C P(A) istnieje najmniejsze cialo zbioréw zawiera-
jace X.

Udowodnié, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {4, : n € N}, zachodzi réwnosé

UnEN An - UnEN Bn7

gdzie B, = A, — U,_,, 4, dlan € N.

i<n
Niech A, = {x € R : ;‘1;4_11 <z <n+m}, dam,n e N. Znalezé |, ,, An,m oOraz
e Unn A

Okresli¢ taka rodzine {4, ; : 4, j € I}, zeby wszystkie ponizsze zbiory byly rézne:
Ui ﬂj Aij, ml Uj Ai, U’L Uj Aig, ﬂz ﬂj Ay, Uj ﬂz Aij, ﬂj U’L Aij

Niech T' = | J,c g T i niech K bedzie rodzing wszystkich podzbioréw T, ktére z kazdym
z Ts maja przynajmniej jeden element wspélny. Udowodnij, ze

UseS ﬂteTs Ar = ﬂYeIC UteY Ay
Niech {4;;}ijen bedzie dowolng rodzing indeksowana. Czy zawsze zachodzi réwnos¢:
Uien Ujen 4ij = UU{Ai; 1,5 € N}?

Ktoéra z nastepujacych réwnosci zachodzi dla dowolnych zbioréw A, ,, gdziet € T', s € S:

UteT Hses Aps = HseS UteT At,s? nteT Hses Aps = HseS ﬂteT At,s?

Liczby naturalne von Neumanna

21.
22.
23.
24.

Co to jest UN, UP(N), Un, U P(n), jezeli n € N?
Co to jest JUU P(P(N))?

Czy UP(N) = P(UN)?

Znalezé ({A; : i € N}, dla Ag = N oraz Aq = [J A;.

Relacje

25.

26.

Niech R bedzie taka niepusta rodzing relacji przechodnich w zbiorze A, ze dla dowolnych
r,s € R zachodzi r C s lub s C r. Udowodnié¢, ze s = |JR jest relacja przechodnia.

Znalez¢ przyklad 5-elementowej relacji symetrycznej w zbiorze N. Czy istnieje 5-ele-
mentowa relacja zwrotna w N7 A 5-elementowa relacja przechodnia?



28 grudnia 2007, godzina 10: 47 3

27.

28.

29.

30.

Czy relacja {(0,3),(1,3),(1,5),(4,5),(4,2)} w zbiorze {0, 1,2,3,4,5} jest przechod-
nia?

Niech r bedzie relacja dwuargumentowa w zbiorze A. Udowodnié, ze réwnosé | J|Jr = A
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy Vo € A3y € A(zry V yrz).

Niech r bedzie relacja dwuargumentowa w zbiorze A. Czy mozliwe jest, ze:
(a) r=L g r?
(b) r-r=r1ir jest przeciwzwrotna (tj. Vo € A(-xzrx))?

(c) r™1=A4%2—17

Udowodnié, ze relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy (r;r) C r.

Funkcje

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Niech f: A — A bedzie funkcja.

(a) Udowodnij, ze f jest relacja zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy Vo € A f(x) = =.
(b) Czy funkcja f moze by¢ relacja symetryczna i nie zwrotna?
(c) Udowodnij, ze f jest relacja spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy |A| < 1.

Niech A, B,C, D beda niepustymi zbiorami i niech a: A — C i b: B — D, przy tym
niech b nie bedzie funkcja stata. Udowodnié, ze relacja p C B4 x D, dana warunkiem
frg & bof=goa

jest funkcja z BA do D wtedy i tylko wtedy, gdy a jest bijekcja.

Funkcja f : P(A) — P(A) jest addytywna, gdy f(XUY) = f(X)Uf(Y), dla dowolnych
zbioréw X,Y C A. Czy kazda funkcja addytywna ma wilasnosé¢ f(X) = J,cx f({z})?

Niech f,g : A — A. Czy z tego, ze dla dowolnego = € A zachodzi f(g(z)) = g(f(x))

wynika, ze f i g sa wzajemnie odwrotne?

Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze f({C,D)) = C N D, dla dowolnych
C,D C N, iniech B C N. Czy f jest réznowartosciowa i czy jest na P(N)? Znalezé
obraz zbioru P(B) x P(B) i przeciwobraz zbioru {N}, przy przeksztalceniu f.

Niech ¢ : N x N — N bedzie taka, ze ¢({n,k)) = nk, dla dowolnych n, k € N Zbadagd,
czy ¢ jest réZnowartoéciowa i czy jest na N. Znalezé ¢ 7 ¢ (Px (N=P)), ¢ *1({10})
_1(N P), ¢ _1({2” n € N—{0}}), gdzie P oznacza zbiér liczb parzystych.

Niech F : NN — P(N) bedzie taka, ze F(f) = _1({1}) Czy F jest réznowartosciowa
i czy jest na P(N)? ZnaleZé obraz zbioru funkCJl statych i przeciwobrazy zbioréw {{10}}

i {10}.
Niech f : NN — P(N) bedzie taka, ze f(¢) —p (N). Czy f jest réznowartosciowa i czy

jest na P(N)? Znalezé f ~!(B), gdzie B oznacza zbiér jednoelementowych podzbioréw
zbioru N.
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39.

40.

41.

42.

43.

44
45.
46.

47.

48.

49.

20.

Udowodnié¢, ze (;¢; UjeJ Aij = UfeJI Mier A; p(i)-
Pokazaé, ze funkcja ¢ : P(A)? — P(A x B) taka, ze dla dowolnego f € P(A)5,
p(f) ={{a,b) e AxB:ac f(b)},
jest réznowartosciowa i na P(A x B).
Pokazaé, ze funkcja o : P(Ax B) — P(A)?P taka, ze dla dowolnych A € P(AxB), b € B,
p(A)(b) ={a € A:(a,b) € A},
jest réznowartosciowa i na P(A)P.
Niech f: A — B iniech Z C A, T C B. Pokazaé, ze Z C f ~V(T) wtedy i tylko wtedy
ady f(Z)CT.

Niech A # () iniech f : A — A. Udowodnié, ze dla dowolnego x € A istnieje najmniejszy
Zbiér Z C A taki, 7e z € Z oraz [ ~1(Z) C Z.

Czy istnieje taka funkcja f, ze f € Dom f?

Ile elementéw maja zbiory: 0, 04, A?, jezeli A # 007

Podaj przyklad funkcji f i takich zbioréw A, B, C, D, ze

FUFA)£A, F(FYB)#B,  f(CND)£f(C)N f(D).

Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe, a ktore falszywe?

(a) Vf € NN3B C N(f ~(B) £ 0 A B £N)
(b) 3B CNVf e NN(f~1(B) #0 A B #N)
(c) 3f e NNVB C N(f 1(B) #0 — B =N)
(d) VB CN3f e NN(f1(B) #0 — B =N)

Niech f: N — N. Woéwczas f spelnia warunek VA C N(?(A) C A) wtedy i tylko wtedy
gdy. .. jest relacja rownowaznosci.

Udowodnié, ze rodzina {A; | t € R} C P(R) spelnia warunki
ﬂtGR At - @, UtER At == R, \V/t S R(At == Us<t As)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja f: R — R, ze A, = {z € R | f(x) < t}
dla wszystkich ¢t € R.

Ktore z ponizszych stwierdzen sa rownowazne dla kazdej funkcji f:
(a) f jest réznowartosciowa;
(b) dla kazdego = € Dom(f), zbiér ?({m}) jest jednoelementowy;
(c) dla kazdego = € Rg(f), zbiér ?_1({1:}) jest jednoelementowy?
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ol.

92.

93.

o4.

99.

56.

57.

28.

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Niech f : T — T bedzie bijekcja. Czy zawsze zachodza rownosci

UAa=U4m i [TA=114w"

teT teT teT teT

Niech f: T — T. Udowodnié, ze fo f = f wtedy i tylko wtedy gdy f|Rg(f) = idRg(y)-

Niech f : T — T iniech g = f[ry(s). Udowodni¢, ze 2 = f wtedy i tylko wtedy, gdy
g* = idpy(p).-

Niech n > 1. Udowodnié¢, ze funkcja f : A — A jest réznowartosciowa wtedy i tylko
wtedy, gdy f" jest réznowartosciowa.

Niech A bedzie zbiorem skonczonym i niech f: A — A. Pokazaé, ze f" o f" = f™ dla
pewnego n.

Niech f : T — T iniech f* = f dla pewnego k > 2. Pokazaé, ze Rg(f™) = Ryg(f) dla
wszystkich m > 2.

Niech f: A — B. Udowodnié, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego C' i dowolnych g, h : C' — A zachodzi implikacja fog= foh — g = h.

Niech f: A — B. Udowodnié, ze f jest na B wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego C
i dowolnych g, h : B — C zachodzi implikacja go f =ho f — g=h.

Niech @ : C(]0,1]) — Coo([0,1]) bedzie taka, ze ®(f) = f'. Czy ® jest réznowartos-

ciowa i na Co([0,1])? Znalezé np. przeciwobraz zbioru wielomianéw.

Niech r bedzie jadrem funkcji f. Pokazaé, ze r jest antysymetryczna wtedy i tylko
wtedy gdy f jest réznowarto$ciowa, i ze r jest spojna wtedy i tylko wtedy gdy f jest
funkcja stata,.

Poda¢ przyktad funkcji f : N — N, takiej, ze przeciwobraz kazdego zbioru jednoelemen-
towego jest (a) dwulelementowy, (b) nieskoniczony. To samo zadanie dla f: R — R.

Niech P/(N) = P(N) — {0} i niech f : P/(N) x P/(N) — P(N x N) bedzie taka, ze
f{C,D)) =C x D, dla dowolnych C, D C N. Czy f jest réznowartosciowa i czy jest

na P(N x N)? Znalezé f ~'(P(Par x Par)), gdzie Par oznacza zbiér wszystkich liczb
parzystych.

Niech f : P(R) — P(P(R)) bedzie taka, ze f(A) = P(A), dla A C R. Czy f jest
réznowartosciowa i czy jest “na”? Znalezé f ~1(P(P(Q))) oraz f (P(Q)).

Niech I, = (a,4 4+ a), dla a € R i niech f : R — R, bedzie okre$lona przez réwnanie
f(z) = %l’ Jakimi przedzialami sa zbiory:

—

Uae(og) f(1y) oraz ﬂae(O,l) f_l(If(a))?

Niech f : A — B iniech F : P(B) — P(A) bedzie okredlone tak: F(X) = f~}(X).
Pokazaé, ze funkcja f jest réznowartosciowa (na) wtedy i tylko wtedy gdy F jest na
(réznowartosciowa).
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66.

Niech ¢ : B — C' i niech ® : A — AP bedzie taka, ze ®(f) = f o ¢ dla wszystkich f.
Zakladajac, ze A ma co najmniej dwa elementy, pokazaé, ze

(a) @ jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest ,na”™;

(b) @ jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest réznowartosciowa.

Relacje réwnowaznosci

67.

68.

69.

70.

71.
72.

73.

74.

75.

Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze N, ktéra ma 22 klasy abstrakcji,
a kazda klasa abstrakcji ma 37 elementow?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci  w zbiorze N, ktora ma 2 klasy abstrakcji po 17
elementéw, 5 klas po 33 elementy i jedna klase nieskonczona?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci r w zbiorze N, ktéra ma nieskonczenie wiele
nieskonczonych klas abstrakcji?

Ktére z ponizszych rodzin podzbiorow plaszczyzny sa zbiorami ilorazowymi pewnych
relacji réwnowaznosci w R x R?

(a) rodzina wszystkich parabol o réwnaniach y = 22 + ¢, dla ¢ € R?
(b) rodzina wszystkich prostych o réwnaniach y = cz, dla ¢ € R?

(c) rodzina wszystkich hiperbol o réwnaniach y = cx~!, dla ¢ # 0?
Czy jesi ANB=0to A/, UB/s=AUB/._s?
Niech A bedzie niepustym zbiorem i niech f: A — A.

(a) Udowodnié, ze jesli f jest réznowartosciowa to relacja r C A x A, dana warunkiem
ary & IneN(fM(z)=yV ['(y) =2)
jest relacja réwnowaznosci.
(b) Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, tj. czy jesli r jest relacja réwnowaznosci
to f musi by¢ réoznowartosciowa?
(c) Podaé przyktad takich A i f, ze r ma nieskoriczenie wiele skoriczonych klas ab-
strakcji, kazda o innej liczbie elementéw. (Mozna zrobié¢ rysunek.)

Niech Z[z] oznacza zbidér wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspélczynnikach catko-
witych i niech r bedzie taka relacja w zbiorze Zx], ze ( f,g) € r zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy réznica f— g ma wszystkie wspotczynniki parzyste. Pokazaé, ze r jest relacja
réwnowaznosci. Wskazaé¢ trzy rézne klasy abstrakeji. (Znalezé moc zbioru ilorazowego
relacji r i moc kazdej klasy abstrakcji.)

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze QN ze ( f,g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
roznica f — g jest zbiezna do zera. Pokazaé, ze s jest relacja rownowaznosci. Wskazaé
trzy rézne klasy abstrakcji. (Znalezé moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy
abstrakeji.)

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze ZN, ze (f,g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy InVm > n(f(m) = g(m)). Pokazaé, ze s jest relacja rownowaznosci. Wskazaé trzy
rézne klasy abstrakcji. (Znalezé moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy
abstrakeji.)
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76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.
83.

84.

85.

86.

Niech r C N x N bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze N, i niech f: N x N — P(N)
bedzie taka, ze f({(z,y)) = [z], U [y], , dla dowolnych x,y € N. Czy funkcja f jest

réznowartogciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f ~1({[3],}) oraz f (r).

Niech r C N x N bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze N, i niech f: N x N — P(N)
bedzie taka, ze f({x,y)) = [z], N [y], , dla dowolnych x,y € N. Czy funkcja f jest

—

réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f ~1({[3],}) oraz f (N x N —r).

Niech R bedzie niepusta rodzing relacji rownowaznosci w zbiorze A taka, ze dla dowol-
nych r,s € R zachodzi r C s lub s C r. Udowodnié¢, ze s = [JR jest relacja
réwnowaznosci, oraz ze [a]s = |J,erlalr, dla dowolnego a € A.

Niech r1, 79 bedg takimi relacjami réwnowaznosci w zbiorze A, ze r1 Nro = idy oraz
r1-re = A X A. Znalezé bijekcje z A/r1 x A/ry do A.

Niech 71,79 beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze A. Czy z tego, ze A/r1 = A/re
wynika, ze 1 = ro? Pokazaé, ze zbiér {u C A : Ja € A(u = [a],, N [aly,)} jest zbiorem
klas abstrakcji pewnej relacji rownowaznosci w zbiorze A. Co to za relacja?

Niech R i S beda relacjami réwnowaznos$ci w zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
i niech funkcja f : N — P(N) bedzie taka, ze dla dowolnego = € N, f(x) = [z]r N [z]s.
Udowodnié¢, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy gdy R N S jest relacja
identycznosciowa,

Czy iloczyn dwéch relacji réwnowaznosci musi (moze) byé pusty?
Niech rodzina F C P(N) spelnia warunki:
(a) F # 0 oraz F # P(N);

(b) dla kazdych X,Y € F zachodzi X NY € F;
(c) dla kazdego X € F ikazdego Y O X zachodzi Y € F.

Udowodnié, ze relacja r C P(N) x P(N) taka, ze
arb = 3JfeFlanf=0bny)
jest relacja réwnowaznosci. Znalezé klase abstrakeji [N],.
Niech f : A — B, gdzie A, B sa niepustymi zbiorami i niech r bedzie relacja réwnowaznosci
w zbiorze B. Okreslamy relacje réwnowaznosci s w zbiorze A warunkiem:

asb wtedy 1 tylko wtedy gdy fla) r f(b)

Czy zawsze zachodza inkluzje: (a) f (la]s) € [f(a)]r; (b) [f(a)], Q?([a]s)?

Niech f : A — B i niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze A. Okreslamy
relacje s w zbiorze B warunkiem:

asb wtedy i tylko wtedy gdy Jr,ye A(f(z)=aAN fly) =bA{(x,y) €T)
Jaka musi by¢ funkcja f, aby s byta relacja réwnowaznoséci w B?

Niech f: A — A. Czy relacja r = {(a,b) € Ax A | Im,n € N(f"(a) = f*(b))} jest

relacja rownowaznosci w A?
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Niech f: A — Ainiech s ={(a,b) € Ax A|ImeN(f"(a)=>bV f™(b) =a)}. Udo-
wodni¢, ze jesli f jest roznowartosciowa, to s jest relacja réwnowaznosci. Czy zachodzi
twierdzenie odwrotne?

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w N i niech f : R — P(N)
bedzie taka,ze f(r) = [1],, dla dowolnego r € R. Znalez¢ | J,cr f(r) i er f(7).

Niech R bedzie jak w zadaniu 88 i niech f: R — P(P(N)) bedzie taka, ze f(r) = N/r,
dla dowolnego r € R. Znalezé UreR f(r)i mrER f(r). Czy f jest réznowartosciowa, czy
jest “na”? Znalec f (R) orar f ({Z C P(N): Z = 1})i f '({{Z € P(N) : Z = 1}}).

Niech R bedzie jak w zadaniu 88 i niech f : R — P(N) bedzie taka, ze f(r) = [0], N [1],.
Zbadaé, czy f jest réznowartosciowa, znalezé f (R) i przeciwobraz zbioru P(N) — {0}.
Niech r C P(N) x P(N) bedzie taka relacja réwnowaznosci, ze X rY wtedy i tylko wtedy

gdy istnieje skoniczony zbiér Z o wlasnosci X UZ =Y U Z. Sprawdzi¢, ze r jest relacja
réwnowaznosci. Znalezé [(],.

Niech r i s bedg takimi relacjami réwnowazno$ci w zbiorze A, ze ich suma r U s tez jest
relacja réwnowaznosci. Pokazaé, ze dla dowolnego = € A:

[2]rus = Utlyls : v € [2]r}-

Udowodnié¢, ze jesli r1, ro sa relacjami réwnowaznosci w A to
ri-rg=AXA < ro-r1 = Ax A.
Niech r bedzie relacja w zbiorze Q — {0} liczb wymiernych réznych od zera, okreslona

tak: xry wtedy i tylko wtedy gdy % = t2, dla pewnej wymiernej liczby ¢. Udowodnié,
ze to jest relacja rownowaznosci, 1 ze ma nieskonczenie wiele klas abstrakcji.

Porzadki czesciowe

95.

96.

97.

98.

Podaé przyklad zbioru czesciowo uporzadkowanego, z dwoma elementami maksymal-
nymi i jednym minimalnym, bez elementu najmniejszego i z takim czteroelementowym
antytancuchem, ktory jest ograniczony z géry ale nie ma kresu gornego.

Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech A C X nie ma elementu
najwiekszego. Niech B ={b € X :Va € A(b > a)}. Pokaza¢, ze jesli istnieje inf(B) to
istnieje sup(A) oraz sup(A) = inf(B) € B

W zbiorze {2,3,4,5,6,8,9,12,24}, uporzadkowanym czesciowo przez relacje podziel-
nosci (m < n wtedy i tylko wtedy gdy n = m - k, dla pewnego k € N — {0}) wskazaé
wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze. Cazy istnieja
w tym zbiorze trzyelementowe lanicuchy lub antylancuchy?

Wskazaé¢ wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze w zbiorze
{{1,2,3,4,6},{3},{1,2,3,4,5},{2,3,3,5,2},{3,4,2,4,1},{2,1,2,2,1},{2,1,2,1}},

uporzadkowanym przez inkluzje. Czy ten zbidér jest krata?
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99.

100.

101.

102.

103.

104.
105.

106.

107.

108.

109.

110.

Niech (X,r) i (Y,s) beda niepustymi zbiorami czeSciowo uporzadkowanymi i niech
X NY = (. Udowodnié, ze
(a) (XUY,rUs) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym i nie ma elementu najwiek-
szego;
(b) Dla dowolnego a € X UY', element a jest minimalny w ( X UY,rUs) wtedy i tylko

wtedy gdy jest elementem minimalnym w (X, r) lub w (Y, s);

Jedli < jest czesciowym porzadkiem w zbiorze A to relacje < nazywamy ostrym uporzqd-
kowaniem wyznaczonym przez <. Pokazaé, ze ostre uporzadkowania wyznaczone przez
porzadki czesciowe to doktadnie te relacje, ktére sa przechodnie i przeciwzwrotne.

Niech ( D, <) bedzie skoriczonym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym z elementem naj-
wiekszym i najmniejszym. Dla a,b € D stosujemy oznaczenia:
(a,b)={de D :a<d<b}; [a,b] ={d €D : a<d<b}.

Zalézmy, ze dla dowolnych a,b € D, jesli (a,b) # 0 to (a,b) = [¢,d], dla pewnych ¢, d
(tj. ze kazdy przedzial otwarty jest tez przedziatem domknietym). Udowodnié, ze wtedy
(D, <) jest liniowo uporzadkowany.

Czy zbidr tych stéw nad alfabetem {0, 1}, ktére maja tyle samo zer co jedynek, ma kres
gorny (dolny) w porzadku leksykograficznym?

Czy zbiory {01" : n € N} i {0"1 : n € N} maja kresy gérne (dolne) w zbiorze {0,1}*
uporzadkowanym leksykograficznie?

Ile jest relacji rownowaznosci w N, ktore sa jednoczesnie czesciowymi porzadkami?
Czy zbiér N* uporzadkowany leksykograficznie jest dobrze ufundowany? A zbiér N2?

Przez multizbior (zbiér z powtdrzeniami) nad A, rozumiemy dowolna funkcje M : A — N.
Wtedy M (a) uwaza sie za liczbe powtoérzen elementu a w multizbiorze M. Multizbiér
jest skoriczony jesli {a € A : M(a) > 0} jest skoniczony. Jak mozna dobrze ufundowaé
zbior wszystkich skonczonych multizbioréw nad N?

Niech ( A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym. W zbiorze P(A) okreslamy porzadek
czedciowy C w nastepujacy sposob: X C Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y
lub Y # 0 i dla wszystkich z € X iy € Y zachodzi x < y. Udowodnié, ze zbidér
(P(A),C) jest dobrze ufundowany.

Podaj przyktady:

e Zupelnego porzadku czesciowego, ktory nie jest krata zupelna;

e Przeksztalcenia monotonicznego w kracie zupelnej, ktére nie jest ciagte;

e Trzech nieizomorficznych zbioréw dobrze ufundowanych mocy Ng.

Podaj przyktad takiego przeksztalcenia monotonicznego f w kracie ( P(N), C), ze kres

gérny zbioru {f™(0) : n € N} nie jest najmniejszym punktem stalym f. Czy mozna tak
wybra¢ f, aby najmniejszy punkt staly nie istnial?

Poda¢ przykiad kraty, ktora ma element najwiekszy i najmniejszy, ale nie jest zupelna.
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111

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

. Udowodni¢, ze w kracie zupelnej kazdy podzbiér ma kres dolny.

Funkcja f : P(A) — P(A) jest ciagta. Powiemy, ze zbiér x C A jest dobry, gdy f(z) C .
Udowodni¢, ze iloczyn dowolnej rodziny zbioréw dobrych jest dobry i ze suma dowolnej
skierowanej rodziny zbioré6w dobrych jest dobra.

Niech f bedzie ciagtym przeksztalceniem kraty zupelmej (K, <) w krate zupeha
(L,<r). Czy f jest ciaglym przeksztalceniem z ( K,>g ) do (L,>1)? (Inaczej, czy
zachowuje kresy dolne zbioréw ,skierowanych w dé¥’?)

Niech r bedzie relacja cze$ciowego porzadku w zbiorze A. Udowodnié, ze jedli r U r—1
jest relacja réwnowaznosci, to kazdy skierowany podzbiér zbioru A jest tanicuchem.

Niech A bedzie zupelnym czesciowym porzadkiem i niech f: A — A bedzie ciagla.
(a) Jesli a < f(a) to istnieje taki punkt staly b funkcji f, ze a < b.
(b) Czy jesli a > f(a) to istnieje taki punkt stalty b funkeji f, ze a > b?

Udowodnié¢, ze zbiér czesciowo uporzadkowany jest krata zupelna wtedy i tylko wtedy
gdy jest jednoczesnie krata i zupelnym porzadkiem czesciowym.

Udowodnié¢, ze kazdy skoriczony porzadek czesciowy jest réwnoliczny z pewnym pod-
zbiorem N uporzadkowanym przez relacje podzielnosci.

Udowodnié, ze zbior wszystkich punktéw statych przeksztalcenia ciaglego w kracie zu-
pelej tworzy krate zupena.

Udowodni¢, ze w zbiorze N*, uporzadkowanym po wspotrzednych, wszystkie antylaicuchy
sa, skonczone.
Zbiory A i B sa czesciowo uporzadkowane. W zbiorze B4 okreslamy relacje
f<g wtedyitylko wtedy, gdy Va,b€ A(a <b— f(a) <g(b)).
Czy relacja < jest czesciowym porzadkiem? A jesli ograniczymy ja do zbioru funkcji

monotonicznych?

Niech A bedzie zbiorem skoniczonym i niech {M; : i € N} bedzie ciagiem skonczonych
multizbioréw nad A. Pokazaé, ze dla pewnych ¢ < j zachodzi M; C Mj, tj. dla wszyst-
kich a € A ma miejsce nieréwnosé¢ M;(a) < M;(a).

Dla jakich zbioréw ( A, <) porzadek leksykograficzny na A* jest dobrze ufundowany?
Relacja r czesciowo porzadkujaca zbidér N jest przyjemna, jezeli jest dobrym ufun-

dowaniem i ma nieskonczony tancuch, ale nie jest dobrym porzadkiem. Jakiej mocy
jest rodzina wszystkich relacji przyjemnych?

Niech F': P(S x S) — P(S x S) bedzie funkcja monotoniczna o takich wlasnosciach:
e idg C F(ids);
o F(r)- F(r') C F(r-r'), dla wszystkich r,r’;
-1 c F

e F(r) (r=1), dla wszystkich 7.
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125.

126.

Udowodnié¢, ze najwiekszy punkt staty funkcji F' jest relacja réwnowazno$ci.

Niech ( A, <) bedzie zupelnym porzadkiem cze$ciowym, a f : A — A niech bedzie funkcja
ciagta. Zbadaé¢ prawdziwos¢ nastepujacych stwierdzen:

(a) Jesli a jest najmniejszym punktem stalym
funkcji f to a =inf{z € A | f(x) < x}.

(b) Jesli a jest najwiekszym punktem stalym
funkcji f to a =sup{x € A | f(z) > z}.

Ktére z nastepujacych stwierdzen jest prawdziwe dla dowolnego zbioru czesciowo upo-
rzadkowanego ( X, <) i dowolnych A, B C X7

(a) Jesli w X istnieja sup A i sup B to istnieje sup(4A U B).
(b) Jesli w X istnieje sup(A U B) to istnieja sup A i sup B.

Lemat Kuratowskiego-Zorna

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

Udowodnié¢, ze w kazdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest maksymalny tancuch
i maksymalny zbiér skierowany.

Niech B C R;. Udowodnié, ze istnieje podzbiér C C R, taki ze Va,y € C'|lx —y| € B
oraz Va(z ¢ C — Jy € Clz —y| € B).

Niech D C A x A. Udowodnié, ze istnieje zbiér Z C A taki, ze (Z x Z) N D = (), oraz
jesli Z ¢ VC Ato (VxV)ND#0.

Niech » € N x N. Udowodnié, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér
C C N taki, ze C x CNr =0.

Udowodnié¢, ze jesli R jest dowolna rodzing zbioréow, to istnieje taka rodzina & C R
zbioréw parami rozlacznych, ze dla kazdego A € R — S istnieje B € § o wlasnosci

ANB#0 .
Czy istnieje taki tanicuch przeliczalnych podzbioréw R, ktérego suma nie jest przeliczalna?

Zalézmy, ze B C A x A. Udowodnié, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje)
zbior C C A taki, ze C' x C' C B.

Rodzine zbioréw Z C P(A) nazywamy ideatem, jezeli:

(a) Z # 0 oraz T # P(A);

(b) dla kazdych X,Y € 7 zachodzi X UY € T;

(c) dla kazdego X € 7 i kazdego Y C X zachodzi Y € 7.

Udowodni¢, ze kazdy ideal mozna rozszerzy¢ do maksymalnego ideatu.

Dowolny podzbiér zbioru Z nazwiemy zeznaniem. Zbiér zeznan R jest sprzeczny jesli
istnieje takie ¢ € Z, ze i, —i € [JR. Udowodnié, ze jesli R jest dowolng rodzing zeznan,
to istnieje maksymalna niesprzeczna podrodzina R’ C R.
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136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Niech f bedzie bijekcja z A do A. Istnieje maksymalny podzbiér B C A taki, ze
BCf(A-B).

Niech F € NN, Udowodnié¢, ze istnieje maksymalna rodzina G C F, taka ze dla dowol-
nych f,g € G zachodzi warunek Ji(f(i) = g(4)).

Niech C' C R. Udowodnié, ze istnieje zbiér A C R speliajacy warunki:

o VaVy(z,ye A— x4y ¢C);
o Vr(zx g A— Jy(lye AU{z} Az +yel)).

Niech f: A x A — A 1iniech C C A. Udowodnié, ze istnieje maksymalny podzbiér D
zbioru A taki, ze obraz zbioru D x D przy funkcji f jest zawarty w C.

Udowodnié, ze istnieje taki zbiér parami rozlacznych prostych w R?, ze kazda prosta nie
nalezaca do tego zbioru przecina jakas prosta z tego zbioru.

Udowodni¢, ze istnieje taka rodzina A C RE, ze

(a) dla dowolnych f, g € A istnieje takie x € R, ze f(x) = g(x);

(b) dla dowolnej funkcji f & A istnieje takie g € A, ze f(z) # g(x) dla wszystkich
zeR.

Niech f : A — B. Pokazaé, ze istnieje maksymalny podzbiér A, na ktérym f jest
réznowartosciowa.

Udowodnié, ze kazdy czeSciowy porzadek ( A, <) ma taki podzbiér B C A, ze:

(a) Zadne dwa rézne elementy B nie sa poréwnywalne;

(b) Jesli a € A — B to istnieje b € B, poréwnywalne z a.

Moce zbiorow

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Jakiej mocy jest zbiér punktéw lezacych na powierzchni bocznej stozka?

Jakiej mocy jest podzbiér plaszczyzny ograniczony krzywymi o réwnaniach y = 22

iy=1-—a2?

Niech P bedzie zbiorem wszystkich prostokatéw na plaszczyznie i niech r bedzie relacja
podobienistwa prostokatéw (jest to relacja réwnowaznosci w zbiorze P). Znalezé moc
zbioru ilorazowego P/r. Jakiej mocy sa klasy abstrakcji relacji 7

Niech f : R® — R. Udowodni¢, ze dla pewnego x € R zbiér ? “1({z}) nie zawiera
zadnej kuli.
Udowodnié¢, ze zbiér A jest nieskoniczony wtedy i tylko wtedy gdy

Vf e ANIB € P(A) (B #0) A (B £ A)A(f (B) € B)).

Zmnalez¢ moc zbioru wszystkich porzadkéw liniowych w zbiorze R wszystkich liczb rzeczy-
wistych.
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150

151.

152.

153.
154.

155.

156.

157.

158.
159.

160.

161.

162.
163.

164.

165.

166.
167.

. Znalez¢ moc zbioru wszystkich relacji symetrycznych w zbiorze Z wszystkich liczb
catkowitych.

Udowodnic¢, ze jesli A jest dowolnym zbiorem parami roztacznych otwartych przedziatéw
na prostej, to A < Ng.

Udowodnié¢, ze zbiér punktéw nieciagtosci funkcji rosnacej z R do R jest co najwyzej
przeliczalny.

Czy zbidér ekstreméw lokalnych funkcji ciaglej z R do R moze by¢ nieprzeliczalny?
Czy zbiér zer funkcji ciagtej z R do R moze by¢ nieprzeliczalny?
Czy istnieje taka funkcja f : R? — R, ze dla kazdego x € R zbiér f ~1({x}) jest:
(a) odcinkiem? (b) kwadratem?
Niech relacja réwnowaznosci r C R? bedzie taka, ze:
VeeRIe>0((x —e,xz+¢) C [z]).

Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru R/r?
Niech A C R bedzie taki, ze:

Vee Ade >0(AN(z—e,2+¢) ={a}).
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru A?

Jaka liczba kardynalna jest najmniejsza, a jaka najwieksza?

Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze R, ktérej kazda klasa abstrakeji jest
mocy Ng, oraz

(a) R/r=e? (b) R/r=2Ro?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci » w zbiorze R, ktorej kazda klasa abstrakcji jest
mocy continuum, oraz R/r jest zbiorem (a) przeliczalnym? (b) nieprzeliczalnym?

Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe, a ktére falszywe?
Jes’lz'f:AgB oraz f(A)#B toA<B
Jesli A< BiC#0toAxC<BxC

Czy produkt przeliczalnej rodziny zbiorow przeliczalnych musi by¢ przeliczalny?
Zmnalez¢é moc zbioru wszystkich czteroelementowych podzialéw zbioru R.

Udowodnié¢, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktérego kazdy punkt ma przynajmniej
jedna wspélrzedna niewymierna.

Zmnalez¢ moc zbioru wszystkich dobrych porzadkéw w zbiorze N wszystkich liczb natu-
ralnych.

Zmalez¢ moc zbioru wszystkich ciagow liczb wymiernych, ktére sg zbiezne do zera.

Zmalez¢ moc zbioru wszystkich funkcji ciagtych z R do R.
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168.

169.
170.

171.

172.

173.

174.
175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

Obliczy¢ moce zbioréw:

e X ={A: ACRi A ma element najmniejszy i najwiekszy };

o Y ={A:ACZiAma element najmniejszy i najwiekszy}.
Niech R bedzie relacja czesciowego porzadku w zbiorze Z. Znalezé moc zbioru R.
Jakiej mocy jest zbiér wszystkich tancuchéw

e w zbiorze N — {0}, uporzadkowanym przez relacje podzielnosci?

e w zbiorze stéw nad alfabetem {a, b}, uporzadkowanym prefiksowo?

Ktére z nastepujacych zbioréw sa ze soba réwnoliczne:
Qx2zZ, RxQ, R—Q, 2 28 PR x Z), U,peyN™?

Ktére z nastepujacych zbioréw sa réwnoliczne:
Z, RY, QY, R xR, {0,1}*, {0,1}", P(Q), P(R)?

Relacja réwnowaznoéci R w zbiorze NV jest okreslona nastepujaco:

R={(f,9):Yn(f(2n) = g(2n))}.

Poda¢ moc zbioru wszystkich klas abstrakcji relacji R, oraz moc kazdej klasy.
Znalezé moc zbioru C' = {X € P(R) : X N Q jest skonczone}.

Znalez¢ moc zbioru wszystkich laricuchéw maksymalnych w zbiorze {0,1}* z relacja
porzadku prefiksowego.

Niech 4 = 2¢. Udowodnié, ze istnieje f : A -5 A, taka 7e zbiér {reAd:xz= f(x)}
jest mocy €.

Niech 4 = 2¢. Udowodnié, ze istnieje f : A 25 A, taka 7e zbiér {reA:x# f(x)}

jest mocy €.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji rownowaznosci w zbiorze N. Okreslamy
relacje rownowaznosci p w zbiorze R warunkiem: r1pry wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory
N/r1 i N/ry sa réwnoliczne. Znalezé moc N/p, oraz moc [r],, gdzie mrn zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy 2|mn(n + 1)

Niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze Q okredlong tak: zry wtedy i tylko
wtedy gdy 22 + y% # 0 lub 2y = 0. Znalezé moc zbioru Q/r oraz moce klas abstrakcji.

Pokazaé ze jesli A = m oraz 0 # n < m, to istnieje relacja réwnowaznosci r w zbiorze A
spetliajaca warunek A/r = n.

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich skoriczonych (nieskoriczonych, przeliczalnych, mocy €)
podzbioréw R?

Niech ¢ : Z[z] x R — R bedzie taka, ze ¢({p,r)) = p(r). Jaka jest moc zbioru
7 “1(Q — Z) i zbioru Z[z] x R/kerp? Udowodnié, ze jesli X1, Xy C R oraz X3 NZ
i X9 NZ sy niepuste, to zbiory s_O)*l(Xl) i s_OLl(Xg) sg réwnoliczne.
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183.

184.

185.

186.
187.

188.
189.
190.
191.

192.

193.

194.
195.
196.

197.

198.

199.

Podzbiér W zbioru liczb wymiernych Q nazywamy wypuktym, jesli dla dowolnych trzech
liczb wymiernych a < b < ¢, jesli a,c € W, to takze b € W. Ile jest wszystkich
podzbioréw Q, ktore sa wypukte? Ile jest podzbioréw, ktére nie sa wypukte?

Niech X # () bedzie ustalonym zbiorem i niech a € X bedzie ustalonym elementem.
W zbiorze P(X) okreslamy nastepujaca relacje réwnowaznosci: A ~ B wtedy i tylko
wtedy gdy A = B lub a ¢ AU B. Zbada¢ moc zbioru P(X)/~, w zaleznosci od mocy
zbioru X.

Czy istnieje zbiér mocy mniejszej niz zbior jego wszystkich skonczonych podzbioréw?
Czy istnieja zbiory A i B takie, ze A< ?, ale AP i B4 sg réwnoliczne?

Jakiej mocy jest zbior wszystkich funkcji okresowych z Z do Z7 A zbiér wszystkich
funkeji okresowych z Q do Q7 (Przyjmujemy, ze funkcja f : X — X jest okresowa,
jezeli nie jest stala, oraz istnieje takie d € X, ze d > 0 i dla dowolnego x € X zachodzi

flz+d) = f(z))

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich wypuklych podzbioréw R2?
Jakiej mocy jest zbiér punktéw lezacych na powierzchni kuli?

Ile jest wszystkich relacji przechodnich R C N x N7

Ile jest funkeji z N do N:  (a) nierosnacych?  (b) niemalejacych?

Udowodnié¢, ze jesli w rodzinie podzbioréw zbioru liczb naturalnych kazde dwa rézne
zbiory maja co najwyzej jeden element wspdlny, to rodzina ta jest przeliczalna.

Czy teza poprzedniego ¢wiczenia pozostaje prawdziwa przy zalozeniu, ze:
(a) kazde dwa rézne zbiory z danej rodziny maja co najwyzej k wspélnych elementéw?
(b) kazde dwa rézne zbiory z danej rodziny maja skoriczony iloczyn?

Jakiej mocy jest zbiér funkcji monotonicznych z R w R 7

Jakiej mocy jest zbiér wszystkich funkcji réznowartosciowych z R do R?

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji réwnowaznosci w N, ktére maja skoncze-
nie wiele klas abstrakcji?

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji rownowaznosci w N, ktére maja tylko
skoniczone klasy abstrakcji?

Dla a € N okredlamy C, = {(z,y) € R?: ax <y < (a+ 1)z}. Znalezé moc kazdego
ze zbioréw C,. Czy istnieje takie X i takie r, ze X/r = {C, : a € N}7 Jedli tak, to
znalezé X . Co sie zmieni, jedli przyjmiemy C, = {(z,y) € R? : |az| < |y| < [(a+1)z|}?

Ktére ze zbioréw: A, B, f, Rg(f) sa réwnoliczne dla dowolnej funkcji f : A — B?
Ktére sa réwnoliczne pod warunkiem, ze funkcja f jest réznowartosciowa? (Gdy jest
na? Gdy jest i taka i taka?)
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200.

201.

202.

203.

204.

Czy istnieje zbiér X taki, ze |[P(X)| = Ro? A taki, ze | X¥| = Ry? A moze taki, ze
IN¥Y| = Rg?
Niech A bedzie zbiorem (niekoniecznie wszystkich) ciagéw dodatnich liczb naturalnych

o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb dodatnich ay, as, . .. (niekoniecznie nalezacego
do zbioru A) istnieje w A ciag by, bo, ... taki, ze

. by
lim — =
n—00 (A,

Udowodnié, ze |A] > No.

Tle jest takich funkeji f : N — N, ze kazdy zbiér f ~1({n}) jest skoticzony?

Niech 4, B < €. Pokazaé, 7e AU B < C.

Niech A< ¢iB < Wg. Pokazaé, ze A x B < €.

205.* Ile jest taricuchéw w zbiorze P(N) uporzadkowanym przez inkluzje?

206.

207.

208.

Ile jest nieskoriczonych drzew binarnych?

W zbiorze RR okre§lamy relacje réwnowaznosci r, przyjmujac frg wtedy i tylko wtedy,
gdy flo = glg. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa ich moce?

Dwa prostokaty na plaszczyznie sa w relacji » wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prze-
suniecie przeksztalcajace jeden na drugi. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa ich
moce?

Porzadki liniowe i dobre

209.

210.

211.

212.

Ktére z nastepujacych podzbioréw R (ze zwyktym uporzadkowaniem) sa ze soba izomor-
ficzme: Q, R, R—Q, A=Q—[0,1], B={m-27" :m,n € N}, C = J,,en(2m, 2m +1]?
Niech A={3—-5:neN-{0}},B={r—2:neN-{0}}u{4}, C={0}uU{:
neN—-{0}}u{2- % :n € N—{0}}. Rozpatrzmy zbiory A, B, C, N, Z, Q, Q — {0},
R, R — {0}, uporzadkowane liniowo przez zwykla relacje “<”. Ktére z nich sa dobrze
uporzadkowane? Ktére sg izomorficzne?

Rozwazamy R x R z porzadkiem

(a) leksykograficznym;
(b) (z,y) < («/,7y) wtedy i tylko wtedy gdy 2 <z’ iy <y .

Czy istnieje funkcja z R x R w R, zachowujaca porzadek? Czy istnieje taka funkcja
na R? A czy istnieje taka funkcja réznowartosciowa?

Niech (A, <) bedzie dobrym porzadkiem, i niech {S, : a € A} bedzie dowolna rodzing
zbioréw. Udowodnié, ze J,c 4 Sa = Ugea(Sa — Upeq Sb)-
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213.

214.
215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.
222.

223.

224.

225.

Podaj trzy przyklady zbioréw dobrze uporzadkowanych mocy Ng, tak aby zadne dwa
nie byly ze soba izomorficzne.

Czy istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbiér P(R)?
Czy istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbiér RN?

Niech Py, (N) = {A C N : A< No}. Zdefiniowaé taki dobry porzadek < w zbiorze
Ptin(N), zeby VA, B € Py, (N) (AC B — A=< B).

Niech < bedzie relacja dobrego porzadku w zbiorze A, i niech f : A — A spelia warunek

Ve,ye Az <y — f(z) < f(y))
Udowodnié, ze z < f(x), dla dowolnego x € A.

Niech < bedzie relacja liniowego porzadku w zbiorze A, taka ze kazdy wlasciwy odcinek
poczatkowy w zbiorze A jest postaci O(x) = {y € A : y < z}, dla pewnego = € A.
Udowodnié¢, ze < jest dobrym porzadkiem.

Niech ( A, <) bedzie nieskoriczonym zbiorem dobrze uporzadkowanym. Pokazaé, ze nie
istnieje taka réznowarto$ciowa funkcja f : A — A, ze dla dowolnych a,b € A, jeslia < b

to f(b) < f(a).

Niech ( A, <) bedzie dobrym porzadkiem, i niech f: A — A bedzie réznowartosciowa.
Jezeli dla dowolnych x,y € A warunek z < y implikuje f(z) < f(y), to wtedy = < f(x)
dla kazdego x € A.

Wskazaé wszystkie liczby porzadkowe a < w? spelniajace réwnanie 2o = av.

Niech D = (D, <) bedzie dobrym porzadkiem. Okreslamy zbiér D' C D przez D' =
{d € D | d # min D jest elementem granicznym w D} = {d € D | d # min D nie jest
nastepnikiem w D} oraz dobry porzadek D' = (D', <|p/). Skonstruowaé¢ przyklad do-
brego porzadku D takiego, ze wszystkie zbiory D', D" D", ... sa niepuste. Czy istnieje
taki zbidér przeliczalny?

Podaé¢ przyklad dobrego porzadku D = (D, <) i (ostro) rosnacej funkcji f: D — D,
ktéra spelia jednoczeénie warunki:

(a) Vae DIbe D(a<bA f(b) =0);
(b) Yae DIbe D(a<bA f(b) > b);

Niech ( A, <) linowy porzadek z elementem najmniejszym 0 i elementem najwiekszym 1.
Funkcja f: A — A jest zmniejszajaca jesli f(x) < z, dla kazdego = # 0. Funkcja f jest
zwiekszajaca, jesli f(x) > z, dla kazdego = # 1. Rozpatrzmy nastepujace warunki:

(a) dla kazdej funkcji zmniejszajacej f zachodzi Yz3nf™(z) = 0;
(b) dla kazdej funkcji zwiekszajacej f zachodzi VzInf"(0) > x.

Czy warunek (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?

Niech A C R bedzie dobrze uporzadkowany przez zwykla relacje nieréwnosci dla liczb
rzeczywistych. Udowodnié, ze A jest zbiorem przeliczalnym.
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226. Rozszerzy¢ porzadek prefiksowy na stowach do dobrego porzadku. Jaka jest jego liczba
porzadkowa?

Zadania z klasowek i egzaminéw 2001-2007
227. Funkcja F : P(N)Y — P(N) jest okreslona warunkiem F(z) = |J{z(i) | i € N}.

(a) Czy F jest funkcja réznowartosciowa?

(b) Czy F jest na P(N)?

(c) Cazy istnieje taki zbiér A C N, ze E‘l({A}) jest zbiorem jednoelementowym?
(d) Czy istnieje taki zbiér A C N, ze E‘l({A}) jest zbiorem czteroelementowym?

228. Ustalmy k € N — {0}. Okreslamy relacje ri,r C Z x Z w nastepujacy sposéb:
(z,y) €rp wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa parzyste i © — y jest podzielne przez k;
(z,y)er wtedy i tylko wtedy, gdy = i y sa nieparzyste oraz x -y > 0.
(a) Udowodnié, ze relacja pr, = 1 Ur jest relacja réwnowaznosci.
(b) Czy istnieje takie x € Z, ze [z],, ma dokladnie k elementéw?
(c) Ile elementéw ma zbiér ilorazowy Z/,, , gdy:
i. k=47
ii. k=37

229. Zbiér T C P(N) x N jest dobry, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, x:
o Jedli (a,z) €T i(byx) €T, oraz a Cbtoa=>b.
Funkcja @ : {T C P(N) x N | T jest dobry} — P(N)P(N) jest okreslona tak:
O(T)(a)={zeN|IODZan(bzx)ecT)}
(a) Czy ® jest na P(N)F()?
(b) Czy istnieje takie T', ze
ii. ®(T) jest funkcja stata?
(c) Czy ® jest funkcja réznowartosciowa?
230. Prosze objasni¢ nastepujace pojecia, podajac w kazdym przypadku definicje i przyklad.
(a
(b
(c
(d

(
(

Obraz zbioru a przy przeksztalceniu h : b — c;

Klasa abstrakcji relacji s w zbiorze a wyznaczona przez element b;
Produkt uogdlniony rodziny {ar}ret;

Zupelny porzadek czesciowy;

e
f

Kres gérny podzbioru a w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (b, <).

—_ — — ~—— —

Zbiér dobrze ufundowany.
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231.

232.

233.

234.

235.

236.

Funkcja F : NN x NN — NN jest okreslona tak:

F(f,9)(n) = min(f(n), g(n)),
dla dowolnych f,g € N i dowolnego n € N.

a) Cgy funkcja F jest ,na’?

(a)

(b) Czy jest to funkcja réznowartosciowa?

(c) Jakiej mocy jest zbiér wszystkich klas abstrakeji jadra? funkcji F?
)

(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakcji tej relacji?

Udowodnié, ze w kazdym zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym istnieje maksymalny (ze
wzgledu na inkluzje) podzbiér skierowany.

Niech ( K, <) bedzie krata zupeka i niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw statych
funkcji ciaglej f : K — K. Zalézmy, ze P C S i niech a bedzie kresem gérnym zbioru
P w kracie K.
(a) Udowodni¢, ze zbiér {b € S | b > a} ma element najmniejszy.
(b) Czy ten element najmniejszy to musi by¢ a?
(c) Czy zbiér uporzadkowany (S, <) jest krata zupema?
Czy nastepujace stwierdzenia sa prawdziwe? Jesli nie, co nalezy wpisa¢ zamiast wielo-
kropka? To zadanie wyjatkowo nie wymaga uzasadnien.
a) Przeciwobraz obrazu zbioru a przy ... przeksztalceniu f pokrywa sie ze zbiorem a.
) Jesli d jest relacja réwnowaznosci w a oraz b,c € a ... to [blg N [c]q = 0.
(¢) W kazdym drzewie nieskoficzonym ... istnieje galaz nieskonczona.
)

Produkt uogdlniony dowolnej ... rodziny zbioréw skonczonych jest zawsze skon-
czony lub nieprzeliczalny

(e) Kazde ciagle ... przeksztalcenie kraty zupelnej w siebie ma najmniejszy punkt
staly.

(f) Jesli A=¢iB jest ... zbiorem przeliczalnym, to AB = €.
(g) Jesli A jest ... zbiorem przeliczalnym, to AA =g,
(h) Kazdy przedzial ... w zbiorze liczb rzeczywistych mozna dobrze uporzadkowac.

Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkéw w N7

Rozpatrzmy nastepujace czesciowe uporzadkowanie zbioru {0, 1}:

f<g & Ve(f(r) <g(x))

(a
(b
(c
(d

Czy ten porzadek jest liniowy?
Czy ten porzadek jest dobrym ufundowaniem?

Czy ten porzadek jest krata zupela?

~— ~— ~—

Czy istnieje w tym porzadku tancuch nieskonczony?

2 Jadro przeksztalcenia f : a — b to relacja réwnowaznosci ker(f) = {(z,y) €ax a | f(z) = f(y)}.
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(e) Cazy istnieje w tym porzadku antylaricuch nieskonczony?
(f)* Czy istnieje w tym porzadku antytaiicuch nieprzeliczalny?

(g)* Czy istnieje laricuch nieprzeliczalny w zbiorze NN uporzadkowanym w analogiczny
sposéb, tj. przez relacje:

f<g & Ve(f(z) <g(x))?

237. Niech A bedzie ustalonym podzbiorem plaszczyzny, ktéry ma przynajmniej dwa ele-
menty. Udowodnié, ze istnieje podzbior B C A, o takich wlasnosciach:

e Zadne trzy rézne punkty zbioru B nie sa wspéliniowe;

e Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa rozne
punkty ze zbioru B.

238. Niech Z C N. Okreslamy relacje Rz C P(N) x P(N) nastepujaco:
(X,Y) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy X UZ =Y U Z.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w P(N). Funkcja f : P(N) - R
jest okreslona warunkiem f(Z) = Ryz.

(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja f jest na R?
(c) Znajdi f~({Ipan}) i f ~L{P(N)2}).

239. Podaé przyklad takiej funkcji f : N — N i zbioru X C N, aby funkcja g : N — P(N),
okresdlona wzorem

—

g(i) =f (X)),
gdzie f ~%(X) oznacza przeciwobraz X przy przeksztalceniu f?, byla réznowartoéciowa.

240. Dana jest nastepujaca relacja réwnowaznosci r C P(N)2:

Prq@ wtedy i tylko wtedy, gdy P =Q =0 lub
P,Q+#0 1 minP =minQ.

Jakiej mocy jest zbidr ilorazowy P(N)/,.7 Jakie sa moce poszczegdlnych klas abstrakeji?

241. Jakiej mocy jest zbiér tych wszystkich funkeji f : N — N, ze kazdy ze zbioréw f ~1({n})
jest innej mocy?

242. Niech ¢ : NN — P(N)P(N) bedzie okreslona w nastepujacy sposéb:

(a) Czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest na?
(¢c) Znalezé g~ ({Idpy)})-
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(d) Czy istnieje funkcja f € Rgey, ktéra jest réznowartosciowa? Czy kazda funkcja
f € Rgyp jest réznowartosciowa?

243. Powiemy, ze zbiér funkcji F C 2% rozrdinia elementy zbioru A C X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych réznych z,y € A istnieje taka funkcja f € F, ze f(z) # f(y).

(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F C 2N rozrézniajacy ele-
menty zbioru N?

(b) Czy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér F C 2N nie rozrézniajacy
elementéw zbioru N?

(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbioréw zbioru 2V, ktére rozrézniaja
elementy zbioru N?

(d) Czy dla kazdego F' C 2% istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbiér A C
X, ktorego elementy rozréznia zbiér F'7
244. Niech QT = {g € Q | ¢ > 0} iniech f : N3 Qig:N 5 QF. Definiujemy funkeje
na na
h: Q= QF, prayjmujac h(f(n)) = g(m), gdzie
m =min{k € N | Vi <n[h(f(i)) # g(k) A [f(i) < f(n) < h(f(i)) < g(k)]}-
Czy funkcja h jest dobrze okreslona? Czy jest ,na Q1?7
245. Nie powotujac sie na twierdzenie Cantora, prosze udowodnié¢ nastepujacy wariant tego
twierdzenia:
Dla zadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 24,
246. Niech ¢ : RR — P(R) bedzie okreélona nastepujaco: ¢(f) = f~1(IQ), gdzie IQ = R—Q.

Zbadaé, czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa i czy jest na P(R).

247. Jaka jest moc zbioru F = {f € RR | ¢(f) = Rg}, jesli ¢ jest funkcja z zadania 2467
248. Niech D C R. Zbiér V C R jest D-tatwy, gdy (z + y)® — 22y € D dla wszystkich
x,y € V, takich ze x # y. Zbior V C R jest D-trudny, gdy:
Ve eR(x € VVIyecV((z+y)®—2zy ¢ D)).
Dla jakich D istnieje zbiér V, jednoczesnie D-tatwy i D-trudny?

249. Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem i niech f : A — A. Zalézmy, ze dla
kazdego taiicucha L w ( A, <) istnieja kresy dolne zbioréw L i f (L), a jesli L # 0, to
na dodatek f(inf L) = inf(f (L)). Udowodnié, ze f ma najwiekszy punkt staly.

Uwaga: Zalozenia o kresach dolnych dotycza tylko taricuchow!

250. Niech IQ = R — Q i niech ¢ : R® — P(R) — {0} bedzie taka, ze ¢(f) = f(IQ). Zbadaé,
czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa i czy jest na P(R) — {0}.
251. Niech ¢ : RR — P(R) bedzie okreslona nastepujaco: ¢(f) = f_l(HQ), gdzie IQ = R—Q.

(a) Czy r={(f,9) | Q C o(f) Np(g)} jest relacja réwnowaznosci w RX?



28 grudnia 2007, godzina 10: 47 22

(b) Czy s={(f,9) | o(f) x ¢(g) jest relacjq réwnowaznosci w R} jest relacja réwno-
waznosci w RE?

252. Dla wszystkich k € N okreélamy funkcje f, : {0, 1} — {0, 1} jak nizej:
a(n)+a(n+1)—a(n)a(n+1), dlan=k,
fr(a)(n) = ¢ a(n)a(n + 1), dlan=Fk+1,
a(n), W przeciwnym razie.

Kazda z takich funkcji nazywamy wesotq transformacja. Wyznacz moc zbioru G wszyst-
kich tych ciagéw nalezacych do {0,1}N, ktére za pomoca skoniczonej liczby wesotych
transformacji mozna przeksztalci¢ w jaki$ element zbioru

B=1{ac{0,1}"V| 3n € N(Vi < n(a(i) = 1) AVi > n(a(i) = 0))}.

253. Zbiér A C R nazwiemy wzorcowym, jezeli kazda liczba rzeczywista jest wspélmierna®

z pewna liczba ze zbioru A, ale zadne dwie rézne liczby ze zbioru A nie sa wspohmierne.
Czy istnieja zbiory wzorcowe?

254. Niech ( Er,<) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym i niech Ku C Er bedzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy Ng. Zalézmy, ze

e Kazdy niepusty podzbidr zbioru Er ograniczony z géry ma kres gorny.
o Jedli x,y € Er i x <y to istnieje takie ku € Ku, ze x < ku < y.

e W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.
Udowodnié¢, ze zbiér Er jest mocy continuum.

255. Niech @ : (N — N) — (P(N) — P(N)) bedzie taka, ze

(F)(A) =f M (4)),
dla wszystkich f: N — Ni A C N.Is ma

(a) Czy funkcja ® jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja @ jest na zbiér P(N) — P(N)?

(¢) Zmalezé przeciwobraz 5 _1({idp(N)}), gdzie idp(y) to funkcja identycznosciowa
z P(N) do P(N).

(d) Udowodnié, ze dla dowolnego f : N — N istnieje taka relacja réwnowaznosci
r C N x N, ze dla wszystkich A C N zachodzi

(f)(A) = U{la)r [ a € A}.

256. W zbiorze Rlz| wszystkich wielomianéw jednej zmiennej o wspélczynnikach rzeczy-
wistych okreslamy relacje réwnowaznosci r:

frg wtedyitylko wtedy, gdy f — g jest funkcja liniowa,.

3Liczby rzeczywiste x i y sa wspdimierne, gdy mz + ny = 0 dla pewnych calkowitych m i n, réznych od 0.
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257.

258.

259.

260.

261.

Znalez¢ moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy abstrakcji.

Niech A, B C R beda niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby x przez |z — A| oz-
naczamy odlegtos¢ = od zbioru A, czyli inf{|z — a| | a € A}. Udowodnié, ze istnieje
podzbiér T zbioru B o takich wlasno$ciach:
o Jesli z,y € T oraz x # y to |z —y| > 3(|z — A| + |y — A|);
e Jesli z € B — T to istnieje takie y € T, ze |z — y| < 5(|lz — A + [y — A]).
Udowodnié, ze funkcja f : P(N) — P(N) jest ciagla (ze wzgledu na inkluzje) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(a) = U{f(e) | e skoniczony oraz e C a},
dla dowolnego a € P(N).

Objasnié¢ co to znaczy, ze:

(a) Zbiér X jest przeciwobrazem zbioru Y przy funkcji f: A — B;
Moc zbioru X jest mniejsza od mocy zbioru Y;
Zbior X jest klasa abstrakcji relacji réwnowaznoéci r w zbiorze A;

Zbiér X jest liczba naturalna;

)
)
)
e) Zbiér X jest skoniczony;
) Zbiér X jest dobrze ufundowany przez relacje <;
) Zbiér X jest zupelnym porzadkiem czesciowym;
) Podzbiér X zbioru A ma kres gérny w ( A, <);
) Moc zbioru X jest iloczynem liczb kardynalnych m i n.
Relacja réwnowaznosci r w zbiorze N — {0} jest okreslona tak:
(m,n) €r <= min maja te same dzielniki pierwsze.

Ile klas abstrakeji ma relacja r i jakie sa moce tych klas?

Funkcja f : N — N jest uporczywa, gdy spelia warunek
Vn e NYm e N3k e N(k > mA f(k) =n).

Jakiej mocy jest zbiér U wszystkich funkcji uporczywych?
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Rozwiazania*
227: Funkcja F jest na P(N), bo kazdy podzbiér A C N jest postaci F(z), gdzie x jest
ciagiem stale réwnym A. Ale nie jest réznowartosciowa, bo na przyklad F(x) = F(y) dla
ciagu stalego x(i) = N i ciagu
. N, jesli i jest parzyste;
y(i) = { (), w przeciwnym przypadku.
Dla A = 0, jedyny ciag x spemiajacy warunek F(z) = () to ciag staly z(i) = 0. Zatem
]?_1({@}) jest jednoelementowy. Natomiast jesli A # ) to E‘l({A}) musi by¢ nieskoniczony.
Do tego przeciwobrazu naleza bowiem wszystkie funkcje y; postaci
. A, jeslii=k;
u(i) = { 0, jeslii#k,
gdzie k jest dowolng liczba naturalna. A wiec nie istnieje taki zbior A C N, ze f:*l({A}) ma
dokladnie cztery elementy.
228a: Zwrotnos$¢: Jedli x jest parzyste to x — x = 0, a zero jest podzielne przez k. Jesli zas
x jest nieparzyste, to x - x > 0, przy czym nieréwnosé jest ostra bo x # 0.
Symetria: Oczywista.
Przechodniosé: Niech (z,y), (y,z) € pr. Wtedy = i z musza by¢ tej samej parzystosci co y.
Zatem wszystkie trzy liczby sa parzyste albo wszystkie trzy sa nieparzyste. W pierwszym
przypadku mamy =z — z = (z — y) + (y — z). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna
przez k, wiec (x,z) € pp. W drugim przypadku z -z = (z-y) - (y - 2) - y% > 01 tez dobrze.
228b: Wszystkie klasy abstrakeji naszej relacji sa nieskoriczone. Jedli a jest liczba nieparzysta,
to [al,, = {b € Z | b > 0} albo [a],, = {b € Z|b < 0}. A jesli a jest parzyste, to
la]p, = {a+nk | n € Z ink jest parzyste}. A wiec nie ma klasy k-elementowej.
228c: Jesli k =4 to mamy 4 klasy abstrakcji:

e Klase liczb nieparzystych dodatnich;

o Klase liczb nieparzystych ujemnych;

e Klase liczb podzielnych przez 4;

e Klase liczb parzystych niepodzielnych przez 4.

W przypadku k& = 3 jest pie¢ klas:

e Klasa liczb nieparzystych dodatnich;
e Klasa liczb nieparzystych ujemnych;
e Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;
e Klasa liczb parzystych dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3;
e Klasa liczb parzystych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.
229a: Przyktadem funkcji f : P(N) — P(N), ktéra nie jest postaci ®(7'), dla zadnego T, jest
funkcja okreslona warunkiem
N, jesli A= 0;
FA) =1 3
(), w przeciwnym przypadku.

4Drzickuje dr. Piotrowi Hoffmanowi za przygotowanie niektérych rozwiazan
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b: Jesli T'= {({z},x) | z € N}, to ®(T) = idp(w), bo wtedy ®(T)(a) = {r e N[ {z} Ca} =
{z € N |z € a} = a. Aby uzyska¢ funkcje stala musimy przyja¢ T = {(0,z) | z € A}, dla
wybranego A. Wtedy ®(T")(a) ={zr e N|z € A} = A.

c: Przypusémy, ze ®(T) = ®(S5) i przy tym T # S, na przyklad (a,z) € T — S. Skoro z
nalezy do ®(T)(a) = ®(S)(a), to (b,x) € S dla pewnego b C a. Stad = € ®(S)(b) = ®(T)(b),
wiec jest takie ¢ C b, ze (c,z) € T. Wtedy ¢ C a, wiec ¢ = a. Zatem (a,z) = (¢c,x) € S
i mamy sprzecznosc.

230a: Obraz zbioru a przy funkcji b : b — ¢ to zbidr g(a) ={ze€c|Jylycanf(y) ==z}. Na
przyklad jesli f: N — N jest dana wzorem f(n) = min(2n,7), to obrazem zbioru {1,3,5,6}
jest zbiér {2,6,7}.
230b: Klasa abstrakeji relacji s wyznaczona przez b to zbiér [b]s = {z € a | (x,b) € s}. Na
przyktad klasa abstrakcji relacji s = {{m,n) € NxN | |m —n| dzieli si¢ przez 7} wyznaczona
przez 17 sktada sie ze wszystkich liczb, ktére daja reszte 3 przy dzieleniu przez 7.
230c: Produkt uogélniony rodziny {ar}re; to zbior [[¢, ar zlozony ze wszystkich funkcji f
spehiajacych warunki

Dom(f) = t; VI(T €t — f(T) € ar).
Na przyklad gdy a, = {0,...,n} dla n € N to produkt [], .y an to zbiér wszystkich funkcji
f: N — N spehiajacych dla wszystkich n warunek f(n) < n.
230d: Zupelny porzadek czeéciowy to taki porzadek czesciowy, w ktérym kazdy podzbiér
skierowany ma kres gérny. Na przyktad zbiér wszystkich funkcji czesciowych z N w N gdzie
f < g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Dom(f) C Dom(g) oraz f(n) = g(n) dla dowol-
nego n € Dom(f).
230e: Kres gérny podzbioru a w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym (b, <) to najmniejsze
ograniczenie gérne tego zbioru, tj. taki element x, ktory spetia warunki:

* Vy(y €a—y <)
o Vz(Vy(yca—y<z) —z<zx).

230f: Zbidér dobrze ufundowany to taki zbior cze$ciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy
niepusty podzbiér ma element minimalny.

231a: Funkcja F jest ,na”, bo f = F(f, f), dla dowolnego f € NV

231b: To nie jest funkcja réznowartosciowa. Jesli przez n oznaczymy funkcje stale réwna n,
to F(0,1) = F(0,2).

231c: Zbior wszystkich klas abstrakcji jadra jest oczywisdcie rownoliczny ze zbiorem wartosci
funkcji. Poniewaz funkcja jest ,na”, wiec w tym wypadku jest to zbiér mocy NN = ¢,

231d: Klasy abstrakcji tej relacji to przeciwobrazy zbioréw jednoelementowych. Kazdy taki
przeciwobraz F~1({f}) jest mocy continuum. Z jednej strony jest on zawarty w N wiec jest
mocy co najwyzej €. Z drugiej strony, do F~1({f}) naleza wszystkie pary postaci ( f, f+g),
gdzie g jest dowolna funkcja z N do N. (Oczywiscie przez f + g rozumiemy funkcje okreslong
wzorem (f+g)(n) = f(n)+g(n).) Poniewaz zbiér par postaci ( f, f+g) jest mocy continuum,
wiec moc naszej klasy jest co najmniej taka. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy,
ze kazda klasa ma moc €.

232: Rozpatrzmy rodzine S wszystkich skierowanych podzbioréw zbioru czesciowo uporzad-

kowanego ( A, <). Mamy udowodnié, ze zbiér S (uporzadkowany przez inkluzje) ma element
maksymalny. Nalezy w tym celu pokaza¢, ze suma kazdego lancucha L zbioréw skierowanych
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jest zbiorem skierowanym. Wéwczas bowiem suma tancucha L jest jego ograniczeniem gérnym
w S i mozna zastosowaé lemat Kuratowskiego-Zorna.
Przypusémy wiec, ze a,b € |JL. Wtedy a € A, b € B, dla pewnych A, B € L. Jeden z tych
zbioréw jest zawarty w drugim, bo L jest laficuchem. Jedli na przyktad A C B to a,b € B
i musi istnie¢ takie ¢ € B, ze a,b < ¢. Oczywiscie ¢ € |J L, wiec pokazalismy, ze a i b maja
wspoélne ograniczenie w | J L. A wiec |J L faktycznie jest zbiorem skierowanym.
233a: Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ciagla), wiec f(a) > f(p) = p, dla dowolnego
p € P. Zatem f(a) jest ograniczeniem gérnym zbioru P i mamy a < f(a). Dalej przez
indukcje wynika, ze elementy f"(a), gdzie n € N, tworza ciag wstepujacy. Niech b bedzie
kresem gérnym tego ciagu (w kracie K). Wéwczas
F(b) = fsup{ f(a) | n € N}) = sup{ f**1(a) | n € N} = sup{ f"(a) | n € N} = b,
a wiec b jest punktem stalym. Przy tym b jest najmniejszym punktem stalym wiekszym lub
réwnym a. Jesdli bowiem ¢ > a jest punktem stalym, to tatwo pokazaé¢ przez indukcje, ze
¢ > f™(a) dla dowolnego n, i w konsekwencji ¢ > b.
233b: Nie. Na przyklad wezmy taka funkcje f: P(N) — P(N):
) X, jesli X < 1;
£X) = { < . .
{7}, w przeciwnym przypadku.
Wtedy kazdy zbiér jednoelementowy jest punktem statym funkeji f. Jesli teraz P = {{2}, {3}},
to kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbior {2,3}, ktéry nie jest punktem statym.
233c: Tak. W pierwszej czeéci zadania mowa o tym, ze kazdy podzbiér P zbioru S ma kres
gérny w S.
234a: Nieprawda. Trzeba wstawic¢ ,,rdZnowartoSciowym”.
234b: Nieprawda. Trzeba wstawié ,,i nie sq w relacji d”.
234c: Nieprawda. Trzeba wstawié ,,0 skornczonym rozgalezieniu”.
234d: Prawda. Jesli wszystkie zbiory sa niepuste, i nieskoriczenie wiele z nich ma przynaj-
mniej dwa elementy to produkt musi by¢ nieprzeliczalny.
234e: Prawda. W kracie zupelnej wystarczy nawet aby przeksztalcenie byto monotoniczne.
234f: Nieprawda. Trzeba wstawié , niepustym”.
234g: Nieprawda. Trzeba wstawié ,,nieskoriczonym”.
234h: Prawda. Nie tylko przedziat w R, ale w ogéle kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowac.

235: Niech Z oznacza zbior wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkow w N.
Oczywiscie Z < €, bo Z C P(N x N). Aby udowodni¢ nieréwnoéé¢ ¢ < Z okreslimy funkcje
F:P(N-{0}) 1 Z D dowolnego A C N — {0} przyjmiemy

F(A)={{a,0) | a€ A} U{(n,n) | n € N}.

Relacja F'(A) jest dobrym ufundowaniem zbioru N (taiicuchy sa co najwyzej dwuelementowe).
Ponadto jesli A # B, np. jeSlia € A— B, to (a,0) € F(A) — F(B), wiec funkcja faktycznie
jest réznowartosciowa. Z nieréwnoéci Z < ¢ i € < Z i z twierdzenia Cantora-Bernsteina
wynika réwnosé.
236a: Nie. Na przyklad funkcje go i g1 (zob. czesé 236e) nie sa poréwnywalne.
236b: Nie. Na przyklad takie funkcje f, tworza ciag malejacy:
10, jeslim <n;

Jn(m) = { 1, w przeciwnym przypadku.
236¢: Tak. Jest izomorficzny z (P(N), C).
236d: Tak. Ciag malejacy (czesé 236b) jest oczywiscie nieskoniczonym taicuchem.
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236e: Tak, na przyklad zbiér {g, | n € N}, gdzie
1, jeslim =mn;

gn(m) = { 0, w przeciwnym przypadku.
236f: Tak. Wystarczy oczywiscie wskazaé nieprzeliczalny antylaricuch w (P(N),C) (por.
cze$¢ 236¢). Dla dowolnego ciagu o : N — 0, 1 skonstruujemy przez indukcje $cisle rosnaca
funkcje fo : N — N. Przyjmujemy f,(0) = 1, oraz

2fa(n), jesli a(n) = 0;

faln+1) = { 2fa(n) +1, jesli a(n) = 1.
Jesli teraz A, = Rg(fa), to zbiory A, tworza antylancuch. Istotnie, niech o # [ i niech
m = min{k € N | a(k) # f(k)}. Wtedy mamy f,(m+1) € Ay—Agoraz fg(m+1) € Ag—A,.
Zbiory A, odpowiadaja nieskonczonym krawedziom drzewa na rysunku.
236g: Funkcje f, z czedci 236f tworza nieprzeliczalny lancuch w NV,

SN N
ANVANFANNA

237: Nalezy udowodnié, ze rodzina Z = { B C A | zadne trzy punkty w B nie sa wspéHiniowe}
ma element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny tancuch £ w Z. Suma tego
taicucha nalezy do Z. Jedli bowiem a, b, ¢ € | JL to kazdy z tych punktéw nalezy do pewnego
zbioru z laiicucha L. Jeden z tych trzech zbioréw zawiera pozostale (bo przeciez L jest
laicuchem) wiec punkty a, b, ¢ nie moga by¢ wspéliniowe.

Skoro | JZ € Z to |J L jest ograniczeniem gérnym laficucha £. A wiec pokazalismy, ze dowolny
tanicuch w Z ma ograniczenie gorne. 7Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie elementu
maksymalnego. Jest to zbidr speliajacy warunki zadania.

238a: Tak. Je$li Z # Y, na przyklad Z € Y, to istnieje element z € Z, ktéry nie nalezy
do Y. Wtedy {z}Rz 0, ale ({z},0) & Ry. Zatem Rz # Ry.

238b: Nie. Zauwazmy bowiem, ze klasa abstrakcji [Z]g, to zawsze zbiér P(Z). Mamy
bowiem ( X,Z) € Ry wtedy i tylko wtedy, gdy X U Z = Z, czyli gdy X C Z. Rozpatrzmy
teraz podzial zbioru P(N) na dwie sktadowe: jedna z nich to zbiér {(),{0},{1}} a do drugiej
naleza wszystkie pozostale podzbiory N. Relacja réwnowaznosci wyznaczona przez ten podziat
nie jest postaci Rz (a wiec nie jest wartoscia funkcji f), bo zaden ze zbioréw naszego podzialu
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nie jest postaci P(Z). Pierwszy dlatego, ze ma 3 elementy, drugi dlatego, ze nie nalezy do
niego zbidr pusty.

239: Niech f(0) = 0 oraz f(n) = n—1, gdy n > 0. Jedli teraz X = {0}, to mamy
g9(1) = f({0}) = {n | f'(n) = 0} ={0,...,i}. A zatem g(i) # g(j), dla i # j.

243a: Niech dla n € N funkcja f, : N — 2 bedzie funkcja charakterystyczna zbioru {n},
tzn. niech f,(k) =1, gdy k = n, a f,(k) =0, gdy k # n. Niech F = {f,|n € N,n > 0}.
Wtedy F' rozréznia elementy zbioru N. Wezmy bowiem dowolne dwie rézne liczby naturalne
i oznaczmy wieksza przez x, a mniejsza przez y (zatem z > 0). Wtedy f.(x) = 1, za$
fz(y) = 0, a zarazem f, € F. Zbiér F jest takze minimalnym zbiorem rozrézniajacym N.
Wezmy bowiem dowolny jego podzbiér Fy rozréozniajacy N oraz dowolne naturalne n > 0.
Wiemy, ze istnieje takie naturalne = > 0, ze f, € Fy oraz f,(0) # fz(n). Poniewaz f,(0) =0,
wiec fz(n) =1, a zatem x = n. Dowodzi to, ze dla kazdego naturalnego n > 0 mamy f,, € Fy.
A zatem Iy = F.

243b: Niech F = {f : N — 2| f(0) = f(1)}. Zbiér F nie rozréznia zbioru N, poniewaz
dla kazdego f € F zachodzi f(0) = f(1). Niech F’ bedzie dowolnym nadzbiorem F nie
rozrézniajacym N i niech g bedzie dowolnym jego elementem. Istnieja rézne liczby naturalne
x,y takie, ze dla kazdego f € F' zachodzi f(z) = f(y), gdyz w przeciwnym razie F' rozréz-
niatby N. Jezeli z > 1, to f, € F oraz fy(z) = 1 jest rézne od f,(y) = 0. Podobnie jesli
y>1 Azatemxz =1iy=0lubxz =01iy = 1. Skoro g € F', to g(z) = g(y), a wiec
g(0) = g(1). Zatem g € F. Dowodzi to, ze F' = F.

243c: Zbior F z czedci 243a rozréznia elementy zbioru N i jest mocy Ng. Poniewaz dla
dowolnej mocy nieskoriczonej m zachodzi m + Xy = m, wiec moc zbioru 2V — F jest réwna
continuum. Poniewaz kazdy zbiér postaci F U G, gdzie G C 2N — F, rozréznia elementy
zbioru N, wiec rodzina tych podzbioréw zbioru 2N, ktére rozrézniaja cale N jest mocy co
najmniej 2%. Ta rodzina jest wiec dokladnie mocy 2%, bo jest zawarta w zbiorze P(2Y), ktéry
tez jest mocy 2¢.

243d: Rozwazamy uporzadkowany przez inkluzje zbiér Z wszystkich tych A C X, ktérych
elementy rozréznia zbiér F'. Zauwazmy, ze nasz zbior spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-
Zorna, tj. suma dowolnego laricucha zbioréw nalezacych do Z sama nalezy tez do Z. (Istotnie,
jesli x,y sa elementami sumy tancucha L to x € A, y € B, dla pewnych A, B € L. Jeden ze
zbioréw A, B zawiera drugi, a zatem oba elementy x, y do niego naleza, istnieje wiec pozadana
funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego rodziny Z wynika wiec z lematu Kuratowskiego-
Zorna.

244: Udowodnimy przez indukcje, ze dla dowolnego n € N, okreslone sa wszystkie wartosci
h(f(i)) dla ¢ < n, oraz ze dla i,j < n zachodzi warunek f(i) < f(j) < h(f(i)) < h(f(5)).
Wynika stad, ze h(f(i)) jest dobrze okreslone dla wszystkich i € N. Dla n = 0 teza jest
oczywista, zalézmy wiec, ze n > 0, i ze warunek zachodzi dla i, 7 < n — 1. Ustawmy wartosci
f(@) dlai < n— 1w ciag rosnacy ap < a1 < -+ < anp_1. Zauwazmy, ze wartosci h(f (7))
tworza wtedy tez ciag rosnacy h(ag) < h(a1) < --- < h(ap—1). Liczba f(n) nalezy do jednego
z przedzialéw (—oo, ag), (ag, a1), - .-, (ap—2,an-1), (ap—1,00), a warto$é h(f(n)) jest okreslona,
bo kazdy z odpowiadajacych im w Q1 przedzialéw (0,bg), (bo,b1), - -+, (bp—2,bn_1), (bp_1,00)
jest niepusty. A wiec funkcja jest dobrze okreslona.

Dla dowolnego n, liczby b € QT speliajace warunek

Vi <n[f(i) < f(n) < h(f(i)) <b]},

nazwiemy liczbami dozwolonymi dla n. Mozna wiec powiedzieé, ze h(f(n)) to liczba doz-
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wolona dla n, o najmniejszym mozliwym numerze.

Przypusémy, ze nasza funkcja nie jest surjekcja, i niech m bedzie najmniejsza taka liczba,
ze g(m) nie jest wartoscia funkcji h. Ustawmy w ciag rosnacy by < by < - -+ < by,—1 liczby g(7)
dla ¢ < m. Wtedy h(a;) = b;, dla pewnych liczb ag < a; < -+ < ay—1. Niech a; = f(n;) dla
i < m. Liczba g(m) nalezy do jednego z przedzialéw (0, by), (bo, b1), - - -, (brn—2, bm—1), (bn—1, 00),
powiedzmy do przedziatu (b;, b;11). (Pozostale przypadki sa analogiczne.) Wybierzmy najm-
niejsza taka liczbe k, ze f(k) nalezy do przedzialu (a;,a;+1). Wartosé h(f(k)) nalezy do
przedziatu (b;, bi11), a skoro jest rézna od g(m) i wszystkich b(i), wiec musi by¢ postaci g(n)
dla pewnego n > m.

Mamy teraz dwie mozliwosci. Jedli k jest wieksze od obu liczb n;, n;41, to liczby dozwolone
dla k sa zawarte w przedziale (b;, b;11), a wiec nier6wno$é n > m jest sprzeczna z definicja
funkeji h. Jesli za$ k jest mniejsze od jednej z nich, na przyktad od n;, to wartosé b; = g(l)
jest dozwolona dla k, a tymczasem [ < m < n. To tez jest sprzeczne z definicja funkcji h.
245: Niech F : A =% 24 i niech

(1, jesli F(a)(a)
f(a)—{ 0, ;es’li F(a)(a)

0;
1

Skoro F jest surjekcja wiec f = F(b) dla pewnego b i mamy sprzecznosé:

) =1 f(B) = 0.
246: Funkcja ¢ nie jest réznowartoSciowa. Jesli na przyklad f(z) = 2+ 1 dla z € R,

to ¢(idg) = ¢(f) = IQ. Natomiast ¢ : R® 2% P(R), bo dla dowolnego B C R zachodzi
B = ¢(f), gdzie

flz) = w, jedli x € B,
| 0, w przeciwnym przypadku.

247: Zbiér F jest mocy 2¢. Nieréwnosc¢ F < 2% wynika stad, ze F C R, a ten ostatni zbiér
ma moc €% = 2% Aby wykazaé, ze F > 2%, zauwazmy najpierw, ze zbiér QRN jest takze

mocy 2%, bo R — N = ¢. Funkcja & : QRN =L F moze zas by¢ okredlona warunkiem
, jesli z € N,

§()(x) = { f(x), w przeciwnym przypadku.
248: 7Zbiér jest jednoczesnie D-latwy i D-trudny, wtedy i tylko wtedy, gdy jest maksymal-
nym zbiorem D-tatwym (tj. elementem maksymalnym rodziny wszystkich zbioréw D-ltatwych,
uporzadkowanej przez inkluzje). Rodzina ta spehia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna,
jesli bowiem L jest laricuchem zbioréw D-tatwych, to | J L tez jest zbiorem D-tatwym, (a jako
taki, stanowi ograniczenie gérne laricucha). Istotnie, jesli x,y € |JL, to istnieja takie
Vi,Vo € L, ze x € V1 iy € V. Poniewaz L jest tancuchem, wiec Vo_; C V; dla ¢ =1
lub i = 2. Wtedy x,y € V;, skad wynika pozadana wlasnosé (z + )3 — 2zy € D.
7 powyzszego wynika, ze dla kazdego D, do rodziny wszystkich zbioréw D-latwych stosuje
sie lemat Kuratowskiego-Zorna, a wiec maksymalny zbiér D-tatwy istnieje zawsze.
249: Poniewaz zbidr pusty jest laricuchem, wiec istnieje inf(), czyli najwickszy element
zbioru A. Oznaczmy go przez T. Dalej zauwazmy, ze funkcja f jest monotoniczna. Jesli
bowiem a < b to zbiér {a,b} tworzy lancuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem
dolnym dla { f(a), f(b)}, cayli f(a) < £(b).
Niech a; = f¥(T). Z monotonicznoéci funkcji f wynika, Ze ciag ay jest zstepujacy: ag > ay >
ay ... Zbiér {ay | k € N} jest wiec taiicuchem i ma kres dolny a,,. Z zalozenia o f mamy teraz
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f(ay) = inf{f**1(T) | k € N} = inf{f*(ax) | k € N} = a,,. A wiec a,, jest punktem stalym f.
Jedli b jest innym punktem stalym, to oczywiscie b < T. Przez indukcje tatwo udowodnié,
ze b= fF(b) < f¥(T) = ay skad b jest ograniczeniem dolnym zbioru {ay | k¥ € N}. A zatem
b < ay, bo a, jest kresem dolnym tego zbioru.

250: Funkcja ¢ nie jest réznowartosciowa. Jesli na przyklad f(z) = z + 1 dla x € R, to
¢(idr) = ¢(f) = IQ. Aby wykazaé, ze ¢ : RE % P(R) — {0}, zauwazmy, ze dla kazdego
niepustego zbioru B C R zachodzi B < €. Istnieje wiec funkcja fp : IQ — B. Wtedy
¢(f) = B, gdzie

x), jesli xz € 1Q,

0, w przeciwnym przypadku:

251: Zadna z tych relacji nie jest relacja réwnowaznosci, bo zadna nie jest zwrotna. Z zada-
nia 246 wynika, ze ¢(f) = 0 dla pewnej funkcji f. Wtedy oczywiscie (f, f) & r. Mamy tez
o(f) x ¢(f) =0, a skoro zbiér pusty nie jest relacja réwnowaznosci w R, to (f, f) & s.

252: Zbiér G jest mocy Rg. Oczywidcie B = Ny, wiec G > Vg, bo B C G. Pokazemy, ze
G < Rg. Niech H bedzie zbiorem tych ciagéw z {0, 1}, w ktérych wystepuje tylko skoriczenie
wiele jedynek. Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbiorow
Hy, ={a € {0,1}N | ¥n > k.a(n) = 0},
zbiér H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G C H. Istotnie, kazda wesola transfor-
macja zmienia ciag w co najwyzej dwoch miejscach, aby wiec w skonczonej liczbie krokéw
otrzymad element zbioru B, trzeba zacza¢ od ciagu, ktéry od pewnego miejsca ma same zera.
253: Zbiér wzorcowy to maksymalny element rodziny R wszystkich zbiorow o elementach
parami niewspétmiernych, uporzadkowanej przez inkluzje. Laricuch takich zbioréw jest ogra-
niczony z gory w R przez swoja sume — jest ona bowiem elementem R. Istotnie, jesli liczby
x,y naleza do sumy takiego tancucha, to kazda z nich nalezy do pewnego sktadnika sumy,
powiedzmy, ze © € S iy € T. Poniewaz jednak T i S sa elementami lancucha, mamy
S CTlub T C S, a wiec obie liczby x i y naleza do tego samego skladnika i musza by¢
niewspotmierne.
7 powyzszego wynika, ze rodzina R spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, a wiec
ma element maksymalny — zbiér wzorcowy.
254: Zbiér Ku jest mocy Ng, jest gesty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego, a wiec
jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporzadkowanym tak jak zwykle). Niech
f: Ku % Q bedzie odpowiednim izomorfizmem. Dla er € Er przez er| oznaczymy zbior
{ku € Ku | ku < er}.
Rozpatrzmy przeksztalcenie F' : Er — R, dane wzorem F'(er) = sup f (er]). Przeksztalcenie
to jest réznowartosciowe, bo jesli x < y to x < ku; < kug < y dla pewnych kuy, kus € Ku.
Wtedy dla dowolnego d € x| mamy f(d) < f(ku1), skad F(z) < f(ku1) < f(kuz) < F(y).
Analogicznie, jesli G(r) = sup f_l({q €EQlg<rphdlareR toG:R =L Er. Dowéd jest
w zasadzie taki sam. A wiec pokazaliémy, ze Er < R oraz R < Er. Zatem Er = €.
255a: Nie. Jedli idy : N — N jest funkcja identycznosciowa to zawsze @ (idy)(A) = A. Ale
dla funkcji nastepnika s mamy takze ®(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,
@(s)(4) =f *({s(n) | n € A}) = {m €N | 3n € A(s(m) = s(n)} =
={meN|dInmeA(m=n)}=A.
A wiec ®(idy) = ®(s), chociaz idy # s.
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255b: Nie. Nietrudno zauwazyé, ze jesli A # ), to takze f ~1(f (A)) # 0. Zatem na przyktad
funkcja stala F : P(N) — P(N), okreslona warunkiem F(A) = (), nie jest wartoscia funkcji ®.

255¢: Zauwazmy, ze ' ({idpay)}) = {f e NV [VACN (?_1(?(14)) = A)}. Warunek VA C

N (?‘1(?(/1)) = A) zachodzi za$ wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja réznowartosciowa,.
Mamy bowiem f ~'(f (4)) = {m € N | 3n € A(f(n) = f(m))}. Dla réznowartodciowe;j
funkeji f, réwnosé f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy

FUf(A)={meN|InecAdmn=m)}=A
W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n # m, wiec {n} ¢ {n,m} Cf ~1(f ({n})).
A zatem @ ~!({idp)}) to zbiér wszystkich funkcji réznowartosciowych z N do N,

—

255d: Na poczatek zauwazmy, ze n € ®(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) € f (A4),
czyli gdy f(n) = f(m) dla pewnego m € A. Przyjmujac wiec r = {(z,y) | f(z) = f(y)},
latwo otrzymujemy rownowaznosé

n e ®(f)(A) & Im € A(n € [m],),
z ktérej natychmiast wynika teza.
Relacja r to jadro funkcji f, czyli r = {(z,y) | f(z) = f(y)}. Aby udowodnié, ze ®(f)(A) =

U{la], | @ € A}, zalézmy najpierw, ze n € ®(f)(A). Oznacza to, ze f(n) €f (A), czyli ze
f(n) = f(m) dla pewnego m € A. Wtedy n € [m],, a zatem n nalezy do sumy po prawej
stronie. Jesli za$ zalozymy, ze n jest elementem tej sumy, to n € [m],, dla pewnego m € A,
czyli wlasnie f(m) = f(n).
256: Kazdemu wielomianowi f mozna przypisaé¢ funkcje o : N — R, ktora liczbie n przypisuje
wspétczynnik wielomianu f przy z". A wiec zbiér wszystkich wielomianéw jest mocy co
najwyzej takiej jak zbiér RY, czyli €¥0 = €. Poniewaz zbiér wszystkich wielomianéw stalych
jest mocy €, wiec zbiér wszystkich wielomianéw jest tez mocy €. Stad od razu wynika, ze
kazda klasa abstrakcji relacji r i zbiér wszystkich klas sa mocy co najwyzej €.
Niech f = a,x™ 4 - -+ + a2 + a12 + ag. Do klasy [f], naleza wszystkie wielomiany postaci
f = apx™ + -+ agx? + a1 + b, gdzie b jest dowolna liczba rzeczywista. Zatem klasa [f],
jest co najmniej (a wiec dokladnie) mocy €.
Dla a # b wielomiany az3 i bz3 nie sa w relacji, bo ich réznica jest stopnia 3. Zatem zbiér
klas abstrakcji tez jest mocy €.
257. Rozpatrzmy rodzine 7 zlozona ze wszystkich takich podzbioréw T zbioru B, ze

|z —y| > 3(jz — Al + |y — AJ),
dla dowolnych réznych x,y € T. Rodzina 7, uporzadkowana przez inkluzje, jest niepusta (bo
kazdy jednoelementowy podzbiér B nalezy do 7)) i spelia zatozenia lematu Kuratowskiego-
Zorna. Niech bowiem L bedzie taiicuchem w 7 i niech U = |J L. Jedli z,y € U, to istnieja
takie T,)T7" € T, ze v € T iy € T'. Skoro L jest taiicuchem, to albo T C T" albo T" C T.
W obu przypadkach liczby x,y naleza do tego samego zbioru z rodziny 7, wiec ich réznica
spelnia warunek powyzej.
Pokazalismy wiec, ze suma dowolnego tanicucha w 7 nalezy do 7. A zatem kazdy tancuch w 7
jest ograniczony z gory. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wnioskujemy, ze istnieje maksymalny
element T rodziny 7. Zbior T speia pierwszy warunek wymieniony w zadaniu, bo nalezy
do 7. Spehia tez drugi warunek, bo jest maksymalny: jesli z € B — T, to zbiér T'U {x} nie
nalezy juz do 7.
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258. Kazdy zbidér jest suma rodziny swoich skoniczonych podzbioréw i na dodatek ta rodzina
jest skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ciagltosci wynika warunek

fla) =U{f(e) | e skoniczony oraz e C a}.
Dla dowodu implikacji odwrotnej zalézmy, ze S jest skierowanym podzbiorem P(N). Kresem

gornym w P(N) jest oczywiscie suma, wiec réwnosé sup f (S) = f(sup S) sprowadza sie do
réwnosci

U{f(s) | s €S} =U{f(e) | e skoriczony oraz e C | S}.
Oznaczmy lewa i prawa strone tej réwnosci przez LS i PS. Przypu$émy, ze x € LS. Wtedy
x € f(s) dla pewnego s € S, ale f(s) = |J{f(e) | e skoficzony oraz e C s}, wiec z € f(e),
gdzie e jest skoriczony i e C s C |JS. Zatem = € PS. Na odwrdét, jesli x € PS, to z € f(e),
gdzie e = {y1,...,yx} jest skoficzonym podzbiorem |JS. Istnieja takie si,...,s; € S, ze
Y1 € 81,..., Yk € Si. Zbior S jest skierowany, wiec istnieje tez takie s € S, ze s1,...,s; C s.
Mamy wiec e C s. Poniewaz f(s) = |[J{f(e) | e skoficzony oraz e C s}, wiec f(e) C f(s)
i ostatecznie x € f(s).
259a: X ={ac A| f(a) €Y}
259b: Istnicje f: X 5 Y ale nie istnieje f : X % Y.
259c: Istnieje takie a € A, ze X ={bec A | bra}.
259d: X jest elementem najmniejszego zbioru induktywnego, tj. najmniejszego zbioru N
o wlasnodciach:

e ) eN;
e Dla dowolnego a, jesli a € N to aU {a} € N.

259e: X jest rownoliczny z pewna liczba naturalna,.

259f: (X, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym w taki sposéb, ze kazdy niepusty
podzbiér ma element minimalny.

259g: X jest czesciowo uporzadkowany tak, ze kazdy podzbior skierowany ma kres gérny.
259h: Istnieje taki element a € A, ze

e Dla dowolnego = € X zachodzi x = a;

e Jesdli dla dowolnego x € X zachodzi z < b, to a < b.

259i: Istnieje taki zbiér A mocy m i taki zbiér B mocy n, ze X jest réwnoliczny z iloczynem
kartezjanskim A x B.

260: Funkcja przypisujaca kazdej liczbie n jej klase abstrakcji [n], jest na N — {0} /r, wiec
zbidr ilorazowy jest mocy co najwyzej Ng. Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze nasz zbidr jest mocy
co najmniej Ny, czyli ze istnieje nieskonczenie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo kazda liczba
pierwsza wyznacza inng klase abstrakcji, wiec zbior klas abstrakcji relacji r jest mocy Ng.

261: Oczywiécie U < € bo zbiér wszystkich funkeji z N do N jest mocy €. Zdefiniujemy teraz
funkcje ' : NN — U. Ponizej, wz(n) oznacza najwicksze takie r, ze n dzieli si¢ przez 3".
f(k), jeslin = 2k;
F(f)n) = { ws(n), w przeciwnym przypadku.
Funkcja F' jest dobrze okreslona, tj, F'(f) € U dla f : N — N, bo dla dowolnego r istnieje
nieskoniczenie wiele liczb nieparzystych, ktore w rozkladzie na czynniki pierwsze daja r tréjek.
Funkcja F' jest tez réznowartosciowa, bo dla f(k) # g(k) zachodzi F(f)(2k) # F(g)(2k).

A wiec moc U jest co najmniej taka jak moc zbioru NN, z czego ostatecznie wynika F = €.



