Wstep do teorii mnogosci

Materialy do wykladu dla 1 roku informatyki
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/wtm.html

Pawel Urzyczyn
urzy@mimuw.edu.pl
2001-2006

Po co komu teoria mnogosci

Fryderyk Engels definiowal matematyke jako dziedzine zajmujaca sie ,stosunkami ilos-
ciowymi i formami przestrzennymi swiata rzeczywistego”. Definicja ta jest trafna w odniesie-
niu do pewnych tradycyjnych dzialéw dawnej matematyki (arytmetyka, geometria), ktére
uprawiane byly w oparciu o praktyczna obserwacje rzeczywistosci i podlegaly stosunkowo
tatwej weryfikacji poprzez doswiadczenie. Wspdlczesna matematyka, réwniez ta, ktorej
zadaniem jest opis proceséw obliczeniowych, postuguje sie czesto modelami abstrakcyjnymi,
ktorych zwiazek z obserwowalng rzeczywistoscia jest mniej bezposredni. A poniewaz nasza
intuicja, pozbawiona obserwacyjnej weryfikacji, bywa zawodna, matematyka od dawna
polega na rygorystycznej Scistosci rozumowan, opierajacych si¢ na mozliwie najmniejszej
liczbie poje¢ pierwotnych i aksjomatow.

Pojecie zbioru okazuje sie tutaj niezwykle uzyteczne. Przy calej swojej prostocie, pozwala
na tatwe definiowanie w $cisty sposéb wielu innych poje¢ matematycznych. Dlatego postugu-
jemy sie jezykiem teorii mnogosci (mnogosé to po prostu zbior) dla formutowania i badania
rozmaitych teorii matematycznych.

Matematycy, w sposéb mniej lub bardziej jawny, postugiwali sie zbiorami od dawna. Teoria
mnogosci jako odrebna dziedzina powstala w XIX wieku, a za jej tworce uwaza sie zwykle
Georga Cantora. Podat on taka ,,definicje” zbioru:

Zbitorem nazywamy zgromadzenie w jedna catosé wyraznie wyroznionych przedmiotow
naszej intuicyi lub naszej mysli.

Najwazniejsza rzecza w tej definicji jest nastepujace zalozenie. Jedli tylko potrafimy wy-
odrebni¢ pewne przedmioty za pomoca jakiegos kryterium K (z), to te przedmioty tworza,
dobrze okreslony zbiér {z | K(x)}. Wedlig Cantora, zbidr jest wiec upostaciowieniem



kryterium, ktére go definiuje (poprzez okreslenie jego elementéw). W gruncie rzeczy
zbior jest pewnym skréotem myslowym: zamiast mysle¢ i mowi¢ o wszystkich przedmio-
tach x, speliajacych kryterium K(z), wygodniej rozwazaé tylko jeden przedmiot, wlasnie

zbiér {z | K(x)}.

Na co dzien zbiory stuza nam wtasnie do tego. Ale jesli raz zgodzilisSmy sie traktowac zbiory
tak jak wszystkie inne przedmioty, musimy si¢ tez zgodzi¢ na konsekwencje, na przyktad na
zbiory zbioréw. W ,naiwnej” teorii mnogosci mozna na przyktad rozwazaé zbior wszystkich
zbioréw: Z = {x | = jest zbiorem}. Oczywiscie taki zbidr jest swoim wlasnym elementem
(co zapiszemy tak: Z € Z). To jeszcze nic zlego, ale co poczaé z takim zbiorem:

R = {z | = jest zbiorem iz € x} 7

Niebezpieczne pytanie: czy R € R? Jesli R € R, to R musi spelia¢ warunek R ¢ R.
A jesli R ¢ R, to warunek definiujacy zbiér nie moze by¢ spelniony i mamy R € R. Tak
czy owak, jest zle!

Powyzsze rozumowanie, zwane antynomiq Russella, wskazuje na to, ze ,naiwne” poj-
mowanie zbiorow prowadzi do sprzecznosci. Nie mozna uprawia¢ abstrakcyjnej matematyki
opierajac sie wylacznie na niedoskonatej ludzkiej intuicji. Ale nie wynika stad, ze cala teo-
ria zbioréw jest bezuzyteczna. Trzeba ja tylko tak zmodyfikowaé, ograniczy¢, zeby nie
grozily nam antynomie. Jak to zrobi¢? Zastosujemy metode aksjomatyczna. Ograniczymy
sie do niewielkiej liczby elementarnych wlasnosci zbioréw, a z nich bedziemy wnioskowac
o innych wtasnosciach. Jesli dobrze wybierzemy aksjomaty, to uda sie uniknac sprzecznosci
a jednoczesnie zachowaé z ,naiwnej” teorii mnogosci to, co pozyteczne.

1 Aksjomaty teorii mnogosci

Uzywamy nastepujacych symboli na oznaczenie spéjnikéw zdaniowych: znak A oznacza
koniunkcje, V oznacza alternatywe, — to negacja, — to implikacja i wreszcie <+ to row-
nowaznos$¢. Kwantyfikatory czytamy tak: ,Vz” to ,dla kazdego z” a ,,dx” to ,istnieje
takie x, ze”. Stosujemy nastepujace priorytety:

1. negacja i kwantyfikatory,
2. koniunkcja i alternatywa,
3. implikacja.

Na przyktad w Ve A(xz)V B — C domyslne nawiasy sa takie: ((VxA(z)) V B) — C. W szcze-
gélnosci kwantyfikator dotyczy tylko A(x). A wyrazenie AV B A C' jest niepoprawne.

Napis ,,x = y” oznacza, ze x i y sa nazwami tego samego przedmiotu.

Napis ,,x € y” czytamy ,,x jest elementem y” lub ,z nalezy do y”.



Jezyk, ktorym bedziemy sie postugiwaé, sktada sie z symboli logicznych, i znakow réwnosci
i nalezenia. Wszystkie dodatkowe oznaczenia, ktore wprowadzimy, beda w istocie skrdotama
stosowanymi dla wygody. Na przyktad, zamiast ,—x € y” i ,,—x = y” bedziemy czesto pisac
odpowiednio ,x &€ y” 1 ,,x # y”.

Wyrazenie Vrea W (z) oznacza to samo, co Vo (z € a — W (x)), a wyrazenie Jxca W (x)
jest skrétem dla 3z (x € a AW (x)). Zamiast VaVy ... piszemy Vz,y... itd.

Zauwazmy, ze w naszym jezyku nie ma specjalnego oznaczenia na stwierdzenie ,z jest
zbiorem”. Wynika to z nastepujacego wygodnego zalozenia: skoro i tak mowimy przede
wszystkim o zbiorach, to tak naprawde nie ma potrzeby rozwazania nic innego niz zbiory.
Elementy zbiorow to tez zbiory. Nie musimy interesowaé sie ich elementami, jesli nie
ma takiej potrzeby. Ta konwencja moze sie wydawaé dziwna, ale jest wygodnym up-
roszczeniem. Nic przez to nie tracimy, bo w razie potrzeby mozna rézne rzeczy, np. liczby,
zdefiniowaé jako pewne specyficzne zbiory.

Najwazniejszy aksjomat

Najwazniejszy aksjomat to aksjomat jednoznacznosci, zwany takze aksjomatem eksten-
sjonalnosci. Stwierdza on, ze zbidr jest jednoznacznie wyznaczony przez wskazanie jego
elementéw. Sposéb, w jaki okredlamy elementy zbioru (np. porzadek, powtérzenia) nie ma
znaczenia, wazne jest jedynie to, czy dany przedmiot nalezy do naszego zbioru, czy nie.
Wyrazamy te wlasnosé tak:
1.1 (Aksjomat jednoznacznosci)
VaVy(z =y - Vz(z € x < z € 1))

Aby udowodnié¢, ze dwa zbiory a i b sa réwne, postepujemy wiec zwykle tak: pokazujemy;,

ze kazdy element zbioru a nalezy tez do b, a kazdy element zbioru b nalezy tez do a.

Méwimy, ze zbidr z jest zawarty w zbiorze y (lub, ze jest jego podzbiorem) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek Vz(z € © — z € y). Piszemy wéwezas ,x C y”. Uzywamy
tez nastepujacych skréotéw:

»L g y” oznacza ,—x g y”;

»T & y” oznacza ,x CyAx £y’
Fakt 1.2 VaVy(r=y<—xCyAyCux).

A zatem réwno$¢ zbioréw to ich wzajemne zawieranie.

Uwaga: Nalezy odrézniaé zawieranie (C) od naleZenia (€).
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Najwazniejszy zbior

Najwazniejsze rzeczy sa zawsze najprostsze. Najprostszy jest taki zbiér, ktory nie ma
elementow.

1.3 (Aksjomat zbioru pustego)

2y (y & )

Zbior x o whasnosci Vy(y € x) nazywamy zbiorem pustym. Istnieje tylko jeden zbidr pusty.
Fakt 1.4 Jesli zbiory x1 © xo sq puste, to x1 = .

Dowdd:  Przypusémy, ze Vy(y € x1) oraz Yy(y & x2). Wtedy
Yy(y € o1 < y € x9)
co oznacza (z jednoznacznosci), ze r; = oo, 1

Zbidr pusty oznaczamy symbolem ().

Operacje na zbiorach

Zdefiniujemy teraz kilka operacji na zbiorach. Dla porzadku, poprawnos¢ tych operacji,
tj. istnienie odpowiednich zbioréw, musimy postulowaé¢ aksjomatami. Aksjomaty ponizej
maja taka postaé: ,dla dowolnych zbioréw x, y,...istnieje zbiér z, ktéry ma doktadnie
takie a takie elementy.” Z jednoznacznosci zawsze wynika, ze taki zbior z jest tylko jeden.

1.5 (Aksjomat pary)
VaVydVi(t € z & (t=a Vit =1y))

Aksjomat pary czytamy tak: dla dowolnych x,y istnieje zbiér z, ktorego elementami sa
x, y 1 nic wiecej. Taki zbidr jest tylko jeden (por. Fakt 1.4) i oznaczamy go przez {z,y}.
Zauwazmy, ze {z,y} = {y, x}.

Zbiér {x, x} zapisujemy po prostu jako {z}. Ogdlniej, zbidr o elementach x, ..., z, zapisu-
jemy jako {x1,...,z,}. Kolejnosé elementéw na liscie i ich powtdrzenia nie maja znaczenia,

np. {a,b} ={b,b,a}.

Uwaga: Pamietajmy, ze () # {0}.



1.6 (Aksjomat sumy)

VedyVz(z € y <« Jt(z €t ANt € 1))

Aksjomat sumy méwi, ze dla dowolnego zbioru x istnieje zbiér y zlozony dokladnie z tych
i tylko tych przedmiotéw, ktore sa elementami elementéw zbioru . Na mocy jednoznacz-
nosci, taki zbidr y jest tylko jeden. Oznaczamy go przez | Jx i nazywamy sumaq uogdlnionq
rodziny zbioréw z. (Okreslenie ,rodzina zbioréw” oznacza w zasadzie to samo co ,zbidér”.
Uzywamy go wtedy, gdy chcemy podkresli¢, ze elementy zbioru x to tez zbiory.) Moral do
zapamietania:
zeJr - Ft(zetNtex).

Czesto stosujemy notacje indeksowana, np. J;_; A; = U{A1,..., A, }. Zwykla suma dwéch
zbioréw jest tez szczegdlnym przypadkiem sumy uogélnionej. Definiujemy ja tak:

Uy =U{z v}

Fakt 1.7 Dla dowolnych x,y, z:
(1) zeaxUy<— (z€xVzey);

(2) zgzUye—(zdznzdy).

Dowéd:  Oczywiscie wystarczy udowodnié¢ czesé (1), bo czesé (2) wynika z niej przez
proste zastosowanie prawa De Morgana.

(=) Niech z € xUy. Poniewaz Uy = | J{z, y}, oznacza to, ze z € t dla pewnego t € {z,y}.
Ale wtedy albo! t = z albo t = y. Zatem 2z € x lub z € v.

(<) Mamy dwa przypadki. Przypusémy najpierw, ze z € z. Skoro z € {z,y}, to z €
U{z,y} z definicji sumy. Przypadek z € y jest analogiczny.

1.8 (Aksjomat potegi)

VedyVz(z € y < 2z C x)

Aksjomat potegi stwierdza, ze dla dowolnego z istnieje zbidr zlozony ze wszystkich podzbiorow
zbioru z. Oczywiscie jest dokladnie jeden taki zbiér. Bedziemy go oznaczaé przez P(z).
Zapamietajmy rownowaznosc:

zeP(x) = 2Cux

Na przyktad P(0) = {0}, P({0}) = {0,{0}} oraz P({a,b}) = {0, {a}, {b},{a,b}}. Ele-

mentami zbioru P(z) sa zawsze () i z.

!Nie ma réznicy pomiedzy ,lub” i ,,albo”. W obu przypadkach mamy na mysli zwykla, alternatywe.



1.9 (Aksjomat podzbioréw (wycinania))
Jezeli W(z) jest dowolnym warunkiem (kryterium), to

VedyVz(z € y < (z € x AW(2)))

Uzyte powyzej okreslenie ,warunek” oznacza dowolna wlasnos¢ z wyrazona za pomoca
jezyka teorii mnogosci. Aksjomat podzbioréw, zwany tez aksjomatem wycinania, nie jest
wladciwie pojedynczym aksjomatem ale schematem aksjomatu. W istocie mamy po jednym
aksjomacie dla dowolnego warunku W(z). Moéwi on, ze dla dowolnego x istnieje zbidr
ztozony z tych i tylko tych elementow zbioru x, ktére spelmiaja warunek. Jak zwykle,
aksjomat jednoznacznosci gwarantuje istnienie tylko jednego takiego zbioru. Zapisujemy
go tak:
{z€x|W(z)}, lubtak: {ze€x:W(2)}

Czasami jednak naduzywamy tej notacji, piszac na przyktad {{a,b} | a,b € A} zamiast
poprawnego {t € P(A) | Ja,b € A(t = {a,b})}.

Uwaga dla dociekliwych: W tak zwanej teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla (ZF) przyj-
muje sie nieco silniejszy aksjomat zwany aksjomatem zastepowania. Nam on na razie nie
jest potrzebny.

Aksjomat wycinania jest przydatny przy definiowaniu rozmaitych zbioréw. Na przykitad
tloczyn uogolniony rodziny zbiorow z definiujemy tak:

Nz={zeUzx|Viter—zet)}

Fakt 1.10 Jesli x # () to dla dowolnego z

zeNrx o Vt(ter — z€t).

Dowéd:  Czesé (=) jest oczywista. W czesci (<) wystarczy wykazaé, ze z € [Jx. Ale
skoro = # () to istnieje takie t, ze t € x. Poniewaz Vi(t € v — z € t), wiec z € t € x.
Zatem faktycznie z € (Jx. ®

Uwaga: Zalozenie x # () w Fakcie 1.10 jest istotne. Rzeczywiscie, (|0 = 0. Tymczasem
warunek Vt(t € ) — z € t) jest spelmiony przez dowolne z!

Iloczyn dwoch zbiorow definiujemy jako szczegdlny przypadek iloczynu uogdlnionego.
zNy =Nz, y}

Fakt 1.11 Dla dowolnych x,vy, z:
(1) zexnNye(ze€xAzey);

(2) zéznNy—(z¢zVzdy).
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Dowéd:  Latwy. n
Okreslimy jeszcze jedna czesto spotykana operacje na zbiorach: réznice zbiorow:

c—y={zex|z¢y}

Uwaga: Czesto mozna spotkaé sie z pojeciem ,dopelnienia” danego zbioru a, co zwykle
oznacza si¢ przez —a. To pojecie ma sens wtedy, gdy wszystkie zbiory bedace przedmiotem
rozwazan sa podzbiorami jednego ustalonego zbioru T, np. wtedy gdy interesuja nas
wylacznie zbiory punktéw plaszezyzny. Wéwezas dopetnieniem zbioru a € T (do zbioru T)
nazywa sie réznice T —a. Bez ustalonego zbioru T nie mozna méwic o operacji dopeknienia.

*

Regularnosc¢

Dalsze aksjomaty teorii mnogosci bedziemy omawia¢ wtedy, kiedy beda nam potrzebne.
Teraz jeszcze ciekawostka dla dociekliwych.

1.12 (Aksjomat regularnosci)
Vo(r # 0 — Jy((y € z) Ay Nz =10)))

Sens regularnodci jest taki: wprawdzie moze si¢ zdarzyé¢, ze v € y € x oraz v € z, tj.
element elementu x moze tez by¢ elementem z, ale zawsze musi by¢ takie y € x, ktére nie
ma juz elementéw wspélnych z z. Wynika stad na przyklad to:
Fakt 1.13

Vz(z & 2)

Dowdd:  Z aksjomatu regularnosci zastosowanego do zbioru {z}, wynika, ze zN{z} = 0,
bo przeciez z jest jedynym elementem {z}. A zatem z & z, bo inaczej zN{z} #0. n

2 Relacje

W matematyce mamy do czynienia z najrozmaitszymi relacjami. Wiele z nich ma podobne
wlasnosci. Aby jednak méwié o wspdlnych cechach roznych relacji, nalezy najpierw od-
powiedzie¢ na pytanie co w ogdle uwazamy za relacje, powiedzmy dwuargumentowa. Dla

“Fragmenty oznaczone gwiazdka sa przeznaczone dla dociekliwych.



naszych celow dostatecznie dobrym uscisleniem pojecia relacji jest taka definicja: relacja
to po prostu zbior wszystkich uporzadkowanych par tych przedmiotéw, pomiedzy ktorymi
relacja zachodzi. Istotnie, znajac ten zbiér, wiemy w zasadzie wszystko o relacji. No dobrze,
ale co to jest para uporzadkowana?

Definicja 2.1 Uporzgdkowanqg para przedmiotéw a i b nazywamy zbior:

(a,b) = {{a}, {a,b}}

Definicja 2.1 moze sie wydawaé¢ dziwna. Zauwazmy jednak, ze to czego naprawde oczeku-
jemy od pary uporzadkowanej to nastepujaca wlasnosé: para uporzadkowana powinna by¢
jednoznacznie wyznaczona przez swoje wspotrzedne i ich kolejnosé. A nasza definicja ma
te wlasnosé.

Lemat 2.2 Dla dowolnych a,b, x,y zachodzi rownowaznosé:
(a,b) = (x,y) wtedy i tylko wtedy, gdy a=x1b=y.
Dowdd: Implikacja z prawej do lewej jest oczywista. Dla dowodu implikacji z lewej do

prawej przyjmijmy oznaczenia:

L= <a7b> = {{a}7{a7 b}} oraz P = <ZL‘,y> = {{ZL‘}, {:E,y}},

i zalézmy, ze L = P. Poniewaz {a} € L, wiec {a} € P, czyli {a} = {z}, lub {a} = {z,y}.
W obu przypadkach = € {a}, a wiec a = z.

Pozostaje wykazac, ze b = y. Uwzgledniajac réwnos$¢ a = z, mozemy teraz napisaé

P ={z,y) = {{a},{a,y}}
Skoro L = P to takze |JL = |J P, czyli {a,b} = {a,y}. Stad albo y = b (i dobrze) albo
y = a. Ale wtedy {a,y} = {a} = {a,b}, skad b € {a} = {y}. A wiectezb=1y. &

Definicja 2.3 Iloczynem kartezjanskim zbioréw a i b nazywamy taki zbior a x b, ze dla
dowolnego t¢:

t€axb wtedyitylko wtedy, gdy FJuIv(t = (u,v) Au € aAv €EDb).

Uwaga: lloczyn kartezjanski a x b zawsze istnieje i jest doktadnie jeden. Istotnie, mozna
go zdefiniowaé tak: a x b= {t € P(P(aUV)) | Juv(t = (u,v) Au € aAv €b)}.



Definicja 2.4 Dowolny podzbiér r iloczynu kartezjanskiego a x b nazywamy relacjg® ze
zbioru a w zbior b. Jesli a = b, to méwimy, ze r jest relacja w zbiorze a.
Piszemy czasami ,x ry” zamiast ,(z,y) € r”.

Uwaga: O relacji mozna mowi¢ wtedy gdy wiadomo w jakim zbiorze jest okreslona.
Inkluzja (zawieranie) dowolnych zbioréw nie jest relacja. Ale dla dowolnej rodziny zbioréw R,
zbior par

Cr={(z,y) e Rx R [z Cy}

jest relacja w zbiorze R. Dlatego mozna mowi¢ o ,relacji inkluzji w zbiorze R”.

Definicja 2.5 Pewne wtasnosci relacji dwuargumentowych maja swoje nazwy. Oto nie-
ktére z nich. Méwimy, ze relacja r w zbiorze a jest

zwrotna  gdy Vr€a(xrx)
symetryczna gdy Vr€aVyca(zry — yrx)
przechodnia gdy Vrxc€aVycaVz€alzryAyrz — xrz)
antysymetryczna  gdy Vrx€aVyca(zryAyrz — x=1y)
spajna  gdy VxeaVyca(rxryVyrz)

Na przykiad relacja prostopadtosci prostych na plaszczyznie jest symetryczna, ale nie
jest zwrotna, antysymetryczna, przechodnia ani spdjna. Natomiast relacja réwnoleglosci
prostych jest zwrotna, przechodnia i symetryczna, ale nie jest antysymetryczna ani spéjna.

Definicja 2.6 Relacja odwrotna do danej relacji r C a x b nazywamy zbior
r ={{y,2) | (z,y) €r} Cbxa

Jesli r Ca x boraz s Cb X ¢, to zlozeniem relacji r i s nazywamy relacje (r;s) C a X ¢,
okreslong, tak:

x(r;s)y wtedy i tylko wtedy, gdy Jz € b(zrzAzsy).

3 Funkcje

Funkcja to szczegdlny rodzaj relacji. Zatem takze funkcje sa w teorii mnogosci rozumiane
jako zbiory par argument-wartos¢. Nie ma tu znaczenia jak dana funkcja jest zdefiniowana,
a jedynie jakie wartosci sa przypisane poszczegdlnym argumentom.

2Qgraniczamy sie do relacji dwuargumentowych. Relacje tréjargumentowe mozna definiowaé np. jako
podzbiory iloczynéw postaci (a x b) X c.



Definicja 3.1 Relacja f C axbjest funkcjq ze zbioru a w zbidr b (co zapisujemy f : a — b)
wtedy i tylko wtedy, gdy:

1) VzeaIyedb ((x,y) € f);

2) VeeaVyebVzeb((x,y) € fA(z,2) € f =y =2).

Jedyny element y € b speliajacy warunek (x,y) € f oznaczamy przez f(x). Zbior a
nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy przez Dom(f). Zbiorem wartosci funkcji f
nazywamy zbiér Rg(f) = {y € b | Jz€a f(x) = y}. Zbiér wszystkich funkeyj z a do b
oznaczamy przez b°.

Zauwazmy, ze aby jednoznacznie okresli¢ funkcje f : a — b potrzeba i wystarcza okresli¢
wartosé f(z) dla dowolnego = € a. Jedli f, g sa dwoma funkcjami z a w b, to:

f=g wtedy i tylko wtedy, gdy Vzeca f(z) = g(x);
f#g wtedy i tylko wtedy, gdy Jz€a f(x) # g(x).

Warto tez sobie uswiadomi¢, ze jesli f jest dowolnym zbiorem par uporzadkowanych, spel-
niajacym warunek (2) powyzej, to f jest funkcja z pewnego zbioru a w pewien zbiér b. Do-
ciekliwi fatwo zauwaza, ze dziedzina i zbiér wartosci tej funkcji sa zawarte w zbiorze | J f.

Definicja 3.2

e Funkcja f : a — b jest rdznowartosciowa (notacja f : a Y b) wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi warunek Va,y € a(z # y — f(x) # f(y)), lub réwnowaznie, gdy
Va,y € a(f(z) = fly) =z =y).

e Funkcja f : a — b jest na b wtedy i tylko wtedy, gdy VYyeb3zeca (f(z) = y), lub
réwnowaznie, gdy b = Rg(f). Uzywamy wtedy zapisu f : a —— b.

e Funkcje roznowartosciowa nazywamy tez injekcjqg, funkcje ,na” nazywamy surjekcjq,
a funkcje, ktora jest roznowarto$ciowa i ,na” nazywamy bijekcjg. W przypadku bi-
jekeji stosujemy notacje f : a Ly,

na

Przyktadem funkcji réznowartosciowej jest f : P(A) it P(A x A), okreslona wzorem
f(z) = z x z, dla z C A. Przykladami surjekcji sa rzutowania m : A x B — A oraz
o 1 A X B — B okreSlone réwnaniami m ((z,y)) = x i m((z,y)) = y. Zauwazmy jednak,
ze kazda funkcja f jest surjekcja na swoj zbiér wartosci Rg(f).
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Odwracanie i1 skladanie

Jezeli f:a Lhto relacje f~! nazywamy funkcjqg odwrotng do funkcji f.

Fakt 3.3  Jesli f:a —>b, to f~': Rg(f) = a.

na

Dowdd:  Na poczatek zauwazmy, ze f~' C Rg(f) x a, bo jesli (x,y) € f~ to (y,x) € f,
wiec y € a oraz x = f(y) € Rg(f).

Sprawdzamy warunki (1) i (2) Definicji 3.1.

1) Jesli z € Rg(f), to z = f(y) dla pewnego y, wiec (z,y) € f~1.

2) Jesli (z,y) € f7li(x,2) € f7' tox = f(y)iz= f(2),skad y = z, bo funkcja f jest
roznowartosciowa.

Funkcja f~! jest réznowartoéciowa, bo gdyby f~'(z) = f~'(y) = 2z to z = f(2) = y. Jest
ona takze na a, bo dla dowolnego y € a mamy y = f~'(f(y)). ®

Definicja 3.4 Niech f:a — boraz g : b — c. ZloZeniem funkcji f i ¢ nazywamy funkcje
go f:a— cokreSlona réwnaniem (g o f)(z) = g(f(z)), dla dowolnego x € a.

Uwaga: Jedli ztozenie g o f jest okreslone, to go f = (f;g).

Dowody ponizszych faktéw pozostawione sa jako ¢wiczenie:
Fakt 3.5

1) Jesli f:a—b,g:b—cih:c—d,toho(gof)=(hog)o f.
2) Jesli istnieje f~1 to f~1 o f = idpem(s) oraz fo [T = idrg(s).

3) Zawsze f o idpom(s) = f = idrg(s) © f-
Fakt 3.6

1) Jes’lz'f:aiborazg:bictOQOf:aic.

2) Jesli f:a =5 borazg:b-—"sctogof:a—=c.
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Definicja 3.7 Niech f : A — B. Obrazem zbioru C' C A przy przeksztalceniu f nazy-
wamy zbidr

F(C)=1{be B|3aeC(fla)=0))}

Inaczej mozna napisac:

—

f(C)=A{fla) |aeC}.

A przeciwobrazem zbioru D C B przy przeksztalceniu f nazywamy zbior
f7HD)={a€ AJ f(a) € D}.

Na przyktad niech f : N — P(N) bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej liczbie n € N
zbidr jej wlasciwych (réznych od 11 od n) dzielnikéw pierwszych, przy czym przyjmijmy, ze

zero nie ma dzielnikéw pierwszych. Wtedy ?({1,3,4,6,9}) ={0,{2},{3},{2,3}}, a jesli

P oznacza zbidr liczb pierwszych, to f (P) = {0}. Natomiast f ~1({{2},{1,2,27,36}}) =
{2 | k e N—{0,1}}.

Uwaga: Oznaczenie f ~1(A) jest w istocie dwuznaczne. Moze tu chodzi¢ o przeciwo-
braz A przy przeksztalceniu f lub o obraz A przy przeksztatceniu f=1 (jesli jest okreslone).
Szczesliwie, w obu wypadkach chodzi o ten sam zbiér (éwiczenie).

Rodzina indeksowana i produkt uogdlniony

O rodzinie indeksowanej { A; }er méwimy wtedy, gdy rozwazamy pewne obiekty (zbiory) A,
indeksowane elementami zbioru 7', a przy tym mozliwe sa powtorzenia. Chcemy bowiem
odrézni¢ rodzine indeksowana od zbioru {A; | t € T'}. Najprosciej jest przyjaé, ze rodzina
indeksowana to po prostu odpowiednia funkcja.

Definicja 3.8 Rodzing indeksowana {A;}ier nazywamy taka funkcje A, ze Dom(A) =T
oraz A(t) = Ay, dla dowolnego t € T.

loczyn kartezjanski (produkt) A x B zdefiniowaliSmy jako zbiér par. Produkt trzech
zbior6w mozna zdefiniowaé na przyklad jako (A x B) x C. Podobnie dla czterech i wiecej
zbioréw. Elementami produktu skonczonej liczby zbiorow sa wiec krotki odpowiedniej diu-
gosci. O takich krotkach mozna mysle¢ jak o ciggach skonczonych. To podsuwa pomyst
jak mozna zdefiniowaé¢ produkt rodziny zbioréw indeksowanej liczbami naturalnymi: pro-
duktem rodziny {A, },en powinien byé zbidr wszystkich ciagéw nieskoniczonych ag, aq, . . .
speliajacych warunek a,, € A, dla dowolnego n € N. No dobrze, ale co to jest ,ciag
nieskonczony”? Funkcja o dziedzinie N. Po tej obserwacji ponizsza definicja powinna by¢
oczywista.
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Definicja 3.9 Produktem wogdlnionym (lub po prostu ,produktem” albo ,iloczynem kar-
tezjanskim”) rodziny indeksowanej {A;}ier nazywamy zbiér

[Lier A ={F € P(T x Uper A) | (f : T — Uyer A) A (VE € T(f(t) € Ar)}
Zapiszmy inaczej to, co najwazniejsze w tej definicji:

fellierAr & f jest funkcja, Dom(f) = T oraz Vt € T(f(t) € Ay)

Pewnik wyboru

Definicja 3.10 Niech X bedzie dowolng rodzina zbioréw. Zbiér S C |JX nazywamy
selektorem dla rodziny X, jezeli S ma dokladnie po jednym elemencie wspolnym z kazdym
zbiorem rodziny X, tj.:

Va e X3t €a(SNa={t}).
Funkcja f: X — |J X jest funkcja wyboru dla X, jesli f(a) € a dla dowolnego a € X.

Na przyklad zbiér {1,3,4} jest selektorem dla rodziny {{1,2},{3,5},{4,5}}, a rodzina
{{1},1{2}, {1,2}} nie ma selektora.

3.11 (Aksjomat wyboru)

Dla dowolnej rodziny niepustych zbioréw parami roztgeznych?® istnieje selektor.
Nastepujace twierdzenie jest alternatywnym sformutowaniem aksjomatu wyboru.
Twierdzenie 3.12 Dia dowolnej rodziny X zbiorow niepustych istnieje funkcja wyboru.

Dowéd:  Rozpatrzmy funkcje F' @ X — P(X x |JX), okreSlona warunkiem F(a) =
{a} x a, dlaa € X. Niech Y = Rg(F), tj Y = {{a} xa | a € X}. Poniewaz X jest
rodzina, zbioréw niepustych, wiec takze Y jest rodzinag zbiorow niepustych. Co wiecej,
zbiory nalezace do Y sa parami roztaczne. (Jesli bowiem ¢t € ({a} x a) N ({b} X b) to
t = (a,&) = (b,v) dla pewnych £ € a € X iv € b € X. Ale wtedy a = b na mocy
Lematu 2.2, wiec {a} x a = {b} x b.)

A zatem rodzina Y ma selektor S. Udowodnimy, ze S jest funkcja wyboru dla X. W tym
celu sprawdzimy warunki wymienione w Definicji 3.1.

3Méwimy, ze rodzina R jest rozlgczna lub jest rodzina zbioréw parami rozlgcznych, gdy zachodzi
warunek Va,b € R(a #b—anb=10).
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Na poczatek zauwazmy, ze S C X x| J X. Istotnie, S C (Y, jesliwiect € Stot € {a} xa,
dla pewnego a € X. Wtedy t = (a,p) dla pewnego p € a, a wiec t € X x |JX, bo
peEacX.

Dalej nietrudno stwierdzi¢, ze zachodzi nastepujacy warunek (nieco silniejszy niz (1) w De-
finicji 3.1):

1) Va € X3u € a({a,pu) €595)

Rzeczywiscie, jesli a € X to {a} x a € Y wiec jest t € SN ({a} x a). Ale wtedy ¢ musi by¢
postaci (a, j1).

Ponadto mamy:
2)Va € XVo,7 ({(a,0) € SA{(a,7) €S —0=T1),

a to dlatego, ze pary (a,o0) i {a,T) nalezace do jednoelementowego zbioru S N ({a} x a)
musza by¢ réwne.

A zatem nasz selektor jest funkcja z X do | J X. Z warunku (1) powyzej wynika, ze zawsze
S(a) € a, wiec S jest funkcja wyboru. ®

Pewnik wyboru czasami budzi kontrowersje ze wzgledu na niektore swoje zaskakujace kon-
sekwencje. Ale nastepujace dwa twierdzenia stanowia przyklady intuicyjnie oczywistych
faktow, ktorych dowody wymagaja uzycia tego aksjomatu.

Twierdzenie 3.13 Jesli { A; her jest rodzing indeksowana zbioréw niepustych, to produkt
II;cr A; jest niepusty.

Dowéd:  Niech ¢ bedzie funkcja wyboru dla {A; |t € T} iniech f: T — |J{A [t € T}
bedzie okreslona przez réwnanie f(t) = ¢(A;), dlat € T. Oczywiscie f € [[,cp A¢. 0

Twierdzenie 3.14 Jesli A # (), to nastepujgce warunki sq réwnowazine:

1) Istnieje funkcja f: A it B;
2) Istnieje funkcja g : B =2 A.
Dowé6d:  (1)=(2): Skoro A # (), to mamy jaki$ element o € A. A skoro funkcja f

jest réznowartosciowa, to istnieje funkcja odwrotna f~! : Rg(/f) LA Mozemy wiec tak
zdefiniowac ¢(b), dla b € B:

g(b) = { f7HD), jeslibe Reg(f);

a, w przeciwnym przypadku.

14



(2)=-(1): Dlaa € A, niech F, = g~'({a}). Zbiory F, sa niepuste, wiec produkt [T c4F,
jest niepusty, czyli istnieje funkcja f : A — B (zauwazmy, ze |J,., Fo € B). Ta funkcja
jest réznowarto$ciowa bo zbiory g~ '({a}) sa roztaczne. ®

4 Relacje rownowaznosci

Relacja réwnowaznosci jest zazwyczaj zadana przez jakies kryterium klasyfikacji przed-
miotow ze wzgledu na pewna ceche. Przedmioty sa w relacji jesli maja te ceche wspdlna, tj.
kryterium ich nie rozréznia. Zwykle prowadzi to do utozsamiania przedmiotéw ,nierozroz-
nialnych” i tworzenia poje¢ abstrakcyjnych, np. ,wektor swobodny”, , kierunek”. W tym
przypadku stowo ,,abstrakcja” nalezy rozumie¢ jako oderwanie od pozostatych cech przed-
miotow, ktore sa nieistotne z punktu widzenia naszego kryterium.

Definicja 4.1 Relacja r w zbiorze a jest relacja rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy
jest zwrotna, symetryczna i przechodnia (Definicja 2.5), to jest:

e Vzeca(xrx),

o VzeaVyca(xry — yrx);

o VeeaVyeaVzealxryNyrz — xrz).

Klasq abstrakcyi relacji r wyznaczona, przez element x € a nazywamy zbiér

[z, ={y €alxry}.

Przyktadami relacyj rownowaznosci sa réwnoleglosé prostych, podobienstwo figur geome-
trycznych, przystawanie wektoréw. Skrajne przyktady relacyj réwnowaznosci w dowolnym
zbiorze a to relacja identycznosciowa id, = {(x,z) | « € a} i relacja pelna (totalna) a x a.
Szczegélnym przykladem jest jadro dowolnego przeksztalcenia f : a — b, czyli relacja
ker(f) zadana przez

(z,y) €ker(f) = flz)= f(y).
Fakt 4.2

1) Jeslir C A x A jest relacjq réwnowaznosci w zbiorze A oraz x € A to x € [z],.

2) Jeslir C A x A jest relacjq réwnowaznosci w zbiorze A oraz x,y € A to nastepujace
warunki sq rownowazne:

a) xry;
b) x € [yl
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c) y € [z],;
d) (], = [yl
e) [z, N[y, # 0.

Dowéd:  Czeécé (1) wynika natychmiast ze zwrotnosci relacji . W czesci (2) réwnowaznosé
warunkéw (a), (b) i (¢) wynika wprost z tego, ze relacja jest symetryczna.

(a)=-(d) Zalézmy, ze xry i niech t € [z],. Wtedy zrt, wiec z przechodniosci i symetrii
takze yrt. A wiec pokazaliSmy inkluzje [z], C [y].. Inkluzji odwrotnej dowodzimy analog-
icznie.

(d)=>(e) Skoro z € [z], = [y],, to = € [z], N [y]
(e)=(a) Jesli t € [z], N [y],, to zrt oraz yrt. Z przechodniosci i symetrii wynika xry. n

Definicja 4.3 Zbiér wszystkich klas abstrakeji relacji r oznaczamy przez a/r i nazywamy
zbiorem ilorazowym relacji r.

Fakt 4.4 Kazda relacja rownowaznosci jest jadrem pewnego przeksztatcenia.

Dowéd:  Niech r C A x A bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze A. Rozpatrzmy
,haturalna” surjekcje k : A — A/r, okreslong tak:

k(a) = |a],, dla a € A.
Wéwezas oczywiscie ker(k) = 7. n

Definicja 4.5 Podzialem zbioru A nazywamy dowolna rodzing P C P(A), ktéra spelnia
warunki:

o VpeP (p # 0);
o Vp,qeP(p=qVpnqg=0);
o |JP = A, czyli Veec AIpeP (z € p).

Twierdzenie 4.6 (Zasada abstrakcji)
1) Jezeli r jest relacja réwnowaznosci w zbiorze A to A/r jest podziatem zbioru A.
2) Jezeli P jest podzialem zbioru A, to istnieje taka relacja réwnowainosci v w A, Ze

P=A/r.
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Dowéd:  Czesé (1) wynika tatwo z Faktu 4.2, Dla dowodu czedci (2), rozpatrzmy dowolny
podziat P zbioru A i niech r bedzie taka relacja:

r={(z,y) € AxA|3IpeP (x €pAy€Ep)}

Najpierw zauwazmy, ze 1 jest relacja rownowaznosci. Zwrotno$é wynika z warunku |J P = A,
a symetria wprost z definicji r. Pozostaje przechodnios¢. Przypusémy wiec, ze xryiyr z.
Wtedy sa takie p,q € P, ze x,y € p oraz y, z € q. Ale wtedy p N q # (), wiec p = q. Skoro
wiecx €pizeq=p, toxrz.

Nastepna obserwacja jest taka:
Jesli x € p € P to [z], = p. (*)

Dla dowodu (*) przypusémy, ze © € p € P iniech t € [z],. Wtedy z,t € ¢ dla pewnego
ge P. Aleg=pbox €pAq. Zatem t € p i wykazaliSmy juz, ze [z], C p. Na odwrét,
jeslit € p, to trzx (bo x € p) wiec t € [x],.

Teraz wreszcie pokazemy, ze P = A/r.
(C): Jedlip € P, to p # 0, wiec jest € p. Wtedy p = [z], na mocy (*), wiec p € A/r.

(2): Dla dowolnego x € a istnieje takie p € P, ze x € p. Wtedy [z], = p. A zatem kazda
klasa [z], € A/r nalezy do P. &

5 Liczby naturalne

Podobno to Leopold Kronecker twierdzil, ze liczby naturalne stworzyt Pan Bég, a reszte
wymyslili ludzie. Mimo ze pojecie liczby naturalnej jest intuicyjnie oczywiste, matematy-
cy od dawna usitowali nada¢ mu bardziej precyzyjny charakter. Mozna to zrobi¢ na dwa
sposoby: aksjomatycznie lub poprzez konstrukcje. 7Z metoda aksjomatyczna najczesciej
wiazemy nazwisko Giuseppe Peano. Aksjomaty Peano liczb naturalnych sa takie:

e ero jest liczba naturalna.

Kazda liczba naturalna ma nastepnik, ktory jest liczba naturalna,.

Liczby o tych samych nastepnikach sa réwne.

e Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.

Jesli zero ma pewna wlasno$é¢ W, oraz

— z tego ze jakas liczba naturalna ma wlasno$¢ W wynika, ze jej nastepnik tez ma
wilasnosé W,

to kazda liczba naturalna ma wlasnosé W.
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Pomyst na definicje liczb naturalnych, ktéra teraz podamy, pochodzi od Johna von Neu-
manna. Liczbe naturalng rozumiemy jako liczbe elementéw pewnego zbioru skonczonego.
A zatem jako definicje np. liczby naturalnej 5 mozna przyja¢ po prostu pewien ustalony,
wzorcowy zbidr o pieciu elementach. Oczywiscie zero to musi by¢ zbiér pusty. A pozostale
liczby najprosciej zdefiniowa¢ tak: liczba naturalna to zbiér wszystkich liczb mniejszych
od niej. Nastepnikiem liczby n jest wtedy n U {n}. A wiec:

0= @, 1= {@}a 2= {@a {Q}}a 3= {Q’ {@}7 {@, {Q}}}7 s

Zeby jednak ,zalegalizowa¢” istnienie zbioru wszystkich liczb naturalnych potrzebujemy
odpowiedniego aksjomatu.

Definicja 5.1 Kazdy zbiér N, spehiajacy warunek

e NAVz(z€ N— zU{z} € N)

nazywamy zbiorem induktywnym.
5.2 (Aksjomat nieskonczonodci) Istnieje zbior induktywny.

Tak sformulowany aksjomat to jeszcze troche za mato. Zbioréw induktywnych moze by¢
wiele i moga one mie¢ dodatkowe ,niepotrzebne” elementy. Nam jest potrzebny zbidr
induktywny, ktory sklada si¢ tylko z zera i tych rzeczy, ktére mozna z niego otrzymac przez
stosowanie operacji nastepnika.

Lemat 5.3 Jesli R jest niepustq rodzing zbioréw induktywnych, to (1R jest zbiorem in-
duktywnym.

Dowd6d:  Poniewaz ) € N, dla dowolnego N € R, to § € (R. Przypusémy, ze 2z € (| R.
Wtedy z € N, a wigc takze z U {z} € N, dla dowolnego N € R. Stad zU {2z} € (R. n

Twierdzenie 5.4 Istnieje (doktadnie jeden) najmniejszy zbior induktywny, tj. taki zbior
induktywny N, ze N C N dla dowolnego zbioru induktywnego N .
Dowéd: Niech M bedzie dowolnym zbiorem induktywnym. Potézmy

R ={N € P(M) | N jest induktywny }

i niech N = (\R. Na mocy Lematu 5.3, zbiér N jest induktywny. Ponadto jest to najmniej-
szy zbiér induktywny. Rzeczywiscie, przypusémy, ze N jest induktywny. Wtedy iloczyn
N N M jest induktywny (znowu na mocy Lematu 5.3) i nalezy do rodziny R. A zatem
N N M zawiera iloczyn tej rodziny, czyli N.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze najmniejszy zbior induktywny moze by¢ tylko jeden.
Gdyby byly dwa, to by sie nawzajem zawieraly, a wiec i tak bylby tylko jeden. m
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Definicja 5.5 FElementy zbioru N, o ktorym mowa w Twierdzeniu 5.4 nazywamy liczbam:i
naturalnymi. Funkcje s : N — N, okreslona warunkiem s(n) = n U {n} nazywamy nastep-
nikiem.

Twierdzenie 5.6 (Zasada indukcji)

Jesli A C N ma takie wtasnosci:

1) 0 € A;
2)¥n(neA— s(n) €A,

to A=N.
Dowdéd: Wtedy A jest induktywny, zatem N C A. n

Fakt 5.7 Jeslin € N ton C N.

Dowéd:  Skorzystamy z zasady indukeji (udowodnimy, ze zbiér A = {n € N | n C N}
jest induktywny.)

1) Poniewaz 0 € N, oraz 0 = () C N wiec 0 € A.

2) Niech n € A, czyli n C N (korzystamy z zalozenia indukcyjnego). Wtedy takze
s(n)=nU{n}CN,bonCNi{n}CN. n

Fakt 5.8 Jesimen e N tom Cn.

Dowéd:  Udowodnimy, ze zbior A = {n € N | Vm € N(m € n — m C n)} jest
induktywny, tj. wykonamy dowodd przez indukcje ,,ze wzgledu na n”.

1) Jesli m € 0 to ,,walkowerem” m C () wiec 0 =) € A.

2) Niech n € A. Przypusémy, ze m € nU {n}. Jesli m € n to m C n z zalozenia
indukcyjnego, a jesli m € {n} to m =n, czylitez m Cn. n

Fakt 5.9 Jesli m,n € N oraz s(m) = s(n) to m = n.
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Dowéd:  Zalézmy, ze s(m) = s(n), czyli, ze mU {m} = nU {n}. Wtedy m € n U {n},
wiec albo m € n albo m = n. Na mocy Faktu 5.8, w obu przypadkach m C n. Podobnie
dowodzimy, ze n C m. n

Morat: Konstrukcja liczb von Neumanna speinia aksjomaty Peano, jest wiec poprawna
,implementacja’ pojecia liczby naturalnej. Istotnie:

e 0 =0 €N, bo N jest induktywny.

Jeslin € Nto s(n) =nU{n} €N, bo N jest induktywny.

e Zero nie jest nastepnikiem, bo zbiér n U {n} jest zawsze niepusty.

Nastepnik jest funkcja réznowartosciowa, na mocy Faktu 5.9.

Ostatni aksjomat jest spelniony na mocy zasady indukcji 5.6.

Definiowanie przez indukcje

Definicja 5.10 Jesli f : A — B i C C A, to obcieciem funkcji f do zbioru C' nazywamy
funkcje f|o : C — B, okreslona warunkiem f|o(z) = f(x), dla z € C.

Twierdzenie 5.11

1) Istnieje doktadnie jedna funkcja D : N x N — N, spetniajaca warunki:
a) D(0,m) =m;
b) D(s(k),m) = s(D(k,m)),
dla dowolnych k,m € N.
2) Istnieje doktadnie jedna funkcja M : N x N — N, spelniajaca warunki:
a) M(0,m)=0;
b) M(s(k),m)= D(M(k,m),m).
dla dowolnych k,m € N.
Dowéd: * (1) Na potrzeby tego dowodu, przyjmijmy, ze funkcja D : AxN — N, gdzie A C N, jest dobra,

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunki (a) i (b) dla dowolnych m € N i takich k, ze s(k) € A. Najpierw
przez indukeje pokazemy, ze dla dowolnego n € N istnieje dokladnie jedna dobra funkcja D,, : s(n)xN — N.

Oczywiscie funkcja Dy jest jednoznacznie okreslona warunkiem Dg(0,m) = m. Zalézmy wiec, ze istnieje
dobra funkcja D,, : s(n) x N — N. Okreslamy funkcje Dy, : s(s(n)) x N — N w ten sposdb:
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[ Dy(k,m), jesli k € s(n);
Ds(n)(k’m) - { s(l)n(n’Tn))7 jeSli k= S(n)

Ta funkcja jest dobra, co wynika z definicji i z zalozenia indukcyjnego o funkcji D,,. Przypu$émy, ze istnieje
jeszcze inna dobra funkcja D : s(s(n)) xN — N. Wtedy funkcja D|,(n)xn : 5(n) XN — N tez musi by¢ dobra.
7 zatozenia indukcyjnego funkcje Dy, i D|(n)xn 88 réwne, a stad Dy, (k,m) = Dp(k,m) = D|sn)xn(k,m)
dla wszystkich k € s(n). Ponadto Dy(,)(s(n),m) = s(Dp(n,m)) = s(D|s@n)xn(n,m)) = D(s(n),m)), wiec
funkcje Dy(y) i D sa identyczne.

Okreslimy teraz funkcje D : N x N — N warunkiem
D(k,m) = Dp(k,m).

Sprawdzmy, ze ta funkcja jest dobra. Po pierwsze D(0,m) = Dy(0,m) = m, po drugie D(s(k),m) =
Dy (s(k),m) = s(Dp(k,m)) = s(D(k,m)). Gdyby istniala inna dobra funkcja D' : N x N — N, to
kazda z funkcji D'|;n)xn @ 8(n) x N — N bylaby dobra, a zatem identyczna z D,,. Stad, dla kazdego n,
miclibysmy D'(n) = (D' |y(mysex)(n) = Du(n) = D(n).

(2) Dowdd tej czesei jest bardzo podobny do powyzszego. R

Definicja 5.12 Funkcje D i M, o ktérych mowa w Twierdzeniu 5.11, nazywamy odpowied-
nio dodawaniem i mnozeniem liczb naturalnych. Zamiast D(k, m) piszemy k+m, a zamiast
M (k, m) piszemy k - m lub km.

242=(0-242)+2=0+2)+2=2+2=5(1+2) =

Przyklad 5.13 2-2 =1
) = s(s(s(s(0)))) = 4.

s(s(042)) = s(s(2)

Dodawanie i mnozenie sa przyktadami funkcji, ktére mozna zdefiniowaé za pomoca tzw.
rekursji prostej. Ogoélny schemat rekursji prostej wyglada tak:

fO,ny,....,ng) =g(ny,...,ng);
f(S(m),’fll,. .- ank) = h’(m7nla s 7nk7f(m7n17 s 7nk’)>

Tutaj definiujemy funkcje f przez indukcje ze wzgledu na pierwszy argument, z pomoca
juz okreslonych funkcji g i h. Bardziej ogélny schemat definicji indukcyjnej jest taki (dla
uproszczenia ograniczmy sie do funkcji dwuargumentowej):

f(m7 TL) = h’(ma n, f’mXN)a
gdzie h : N x N x P((N x N) x N)) — N. Chodzi tu o to, ze dla okreslenia f(m,n) mozna
korzystaé ze wszystkich wartosci f(k,r), gdzie k € mir € N.
Definicja 5.14 Relacje (nieostrej) nieréwnosci pomiedzy liczbami naturalnymi definiu-
jemy za pomoca dodawania:
m <n wtedy i tylko wtedy, gdy Jk(m + k =n).

Nieréwnosé ostra jest pojeciem wtérnym w stosunku do relacji <:
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m <n wtedy i tylko wtedy, gdy m < n ale m # n.

Nastepujacy lemat bedzie nam potrzebny do opisania pewnych wtasnosci relacji <.
Lemat 5.15 Dla dowolnych liczb m, k,l € N:

a) m+(k+10)=(m+k)+1;
b) Jeslim+k=m tok=0;
c) Jeslik+1=0tok=0;
d) m+0=m
e) s(m)+k=m+s(k);
f) m+k=k+m.
Dowéd:  (a) Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0+ (k+1) = (k+1) = ((0+ k) +1),

po drugie z warunku m + (k +1) = (m + k) + | wynika s(m) + (k+1) = s(m + (k +1))
s(m+k)+1)=s(m+k)+1=(s(m)+k)+1L

(b) Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0 + k = k, a wiec warunek 0 + k = 0
oznacza, ze k = 0. Po drugie réwnos$¢ s(m) + k = s(m) implikuje s(m + k) = s(m) (bo
s(m) +k = s(m+k)). Zatem m + k = m, a wiec k = 0 z zalozenia indukcyjnego.

(c) Gdyby k+1=01k #0, to k = s(k), dla pewnego k’. Zatem 0 =k + 1 =s(k')+1=
s(k' +1) # 0, sprzecznosé.

(d) Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0 + 0 = 0 z definicji, po drugie s(m) 4+ 0 =
s(m +0) = s(m), wprost z zalozenia indukcyjnego.

(e) Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze s(0)+k = s(0+k) = s(k) = 0+s(k). Po drugie, z
réwnosci s(m)+k = m+s(k) wynika s(s(m))+k = s(s(m)+k) = s(m+s(k)) = s(m)+s(k).

(f) Indukcja ze wzgledu na m. Dlam = 0 wynika natychmiast z czesci (d). Krok indukcyjny
wynika z czesci (e): s(m) +k=s(m+k)=s(k+m)=sk)+m==~k+s(m). n

Lemat 5.16 Nastepujace warunki sq rownowazne dla dowolnych m,n € N:

a) m<mn;
b) Ik(m+k=nANk#0);
c) s(m) < n;
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d) m € n.

Dowéd: (a)=(b) Mamy m + k = n ale m # n. Zatem k # 0 na mocy Lematu 5.15(d).

(b)=(c) Skorom+k=nik#0ton=m+s(k)=s(m)+ k" dla pewnego k. Uzylismy
Lematu 5.15(e).

(¢)=(d) Przez indukcje ze wzgledu na k pokazemy, ze dla dowolnych m i n, warunek
n = s(m) + k implikuje m € n. Jesli k = 0 to n = s(m) = m U {m}, wiecc m € n. Niech
wiec n = s(m) + s(k). Wtedy n = s(s(m) + k) = (s(m) + k) U {s(m) + k}. Z zalozenia
indukcyjnego m € s(m) + k C n.

(d)=-(a) Indukcja ze wzgledu na n. Jesli n = 0 to warunek m € n nigdy nie zachodzi,
mozemy wiec Smialo twierdzié, ze kaZdy element zera spelia warunek m < 0. Niech wiec
m < n dla wszystkich m € n i przypusémy, ze m € s(n) = nU {n}. Jesi m € n to
z zalozenia indukcyjnego mamy m < n, skad m + k = n, dla pewnego k. Z Lematu 5.15(e)
wynika, ze wtedy m + s(k) = s(m) + k = s(m + k) = s(n), a wiec m < s(n) na mocy
czesci (b) tego lematu. Jedli zas m = n to m < s(n) bo s(n) = s(0+n) = s(0) +n =
n+ s(0) = n + 1. UzyliSmy znowu Lematu 5.15(e). =

Twierdzenie 5.17 Relacja < jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna i spéjna.

Dowéd:  Zwrotno$¢ wynika wprost z Lematu 5.15(d).

Przechodniosé: przypusémy, ze m < nin < p. Wtedy m+k =nin+1 = pdla
pewnych k,l. Zatem m+ (k+1) = (m+k)+1=n-+1= p, na mocy Lematu 5.15(a), wiec
m < p.

Antysymetria: przypusémy, ze m < nin < m. Wtedy m+k =nin+1 = m dla
pewnych k,l. Zatem m+ (k+1) = (m+k)+l=n+1=m. Zatem k+1=01idalej k=0
(Lemat 5.15(b,c)). Stad m = m + 0 = n, na mocy Lematu 5.15(d).

Spdéjnosé: przez indukcje pokazemy, ze kazde n € N spelnia warunek:
Vm e N(m <nVn <m)

Dla n = 0 mamy zawsze n < m, bo m = 0+ m. Zalézmy wiec, ze Vm € N(m <nVvn < m)
i pokazmy, ze wtedy takze Vm € N(m < s(n) V s(n) < m). Niech m € N. Jesli m < n,
czyli m + k = n, dla pewnego k, to m + s(k) = s(m) + k = s(m + k) = s(n), na mocy
Lematu 5.15(e). W przeciwnym razie mamy n < m, a w istocie n < m bo przypadek
n = m juz jest rozpatrzony. Nieréwnos¢ s(n) < m wynika wtedy z Lematu 5.16. u

Twierdzenie 5.18 (Zasada minimum) Kazdy niepusty podzbior A zbioru N ma ele-
ment nagmniejszy, tj. taki element a € A, ZeVb(b e A — a <D).

4Relacje o takich wlasnoéciach nazywamy relacja liniowego porzgdku.

23



Dowdéd:  Przypu$émy, ze A C N nie ma najmniejszego elementu. Niech
B={neN|Vk(ke A—n<k)}.
Pokazemy, ze B jest induktywny. Stad wyniknie, ze B = N, a zatem A = ().

Najpierw zauwazmy, ze 0 ¢ A. W przeciwnym razie 0 byloby oczywiscie najmniejszym
elementem (zawsze 0 < m bo 0+m =m). A wiec 0 € B bo Vk(k€ A — 0<k).

Zalézmy, ze n € B. Skoro Vk(k € A — n < k) to Vk(k € A — s(n) < k), na mocy
Lematu 5.16. Gdyby wiec s(n) € A to s(n) byloby najmniejszym elementem A. No to
s(n) ¢ A 1 warunek mozna wzmocni¢: Vk(k € A — s(n) < k). n

Whiosek 5.19 (Zasada indukcji) Jesli B C N, oraz Vn € N(n C B — n € B),
to B =N.

Dowéd: Niech A = N — B. Jedli B # N to A # (), ma wiec element najmniejszy n.
Wtedy n C B ale n € B, co jest sprzeczne z zalozeniem. =

Inne sformulowanie powyzszej zasady jest takie: Aby udowodnié, ze kazda liczba natu-
ralna spehia pewien warunek (nalezy do pewnego zbioru B), wystarczy stwierdzié taka
prawidtowos¢: jesli wszystkie liczby mniejsze od pewnego n naleza do B, to takze n € B.

Konstrukcja liczb catkowitych

Rozpatrzmy nastepujaca relacje w zbiorze N x N:
(m,n) ~ (m',n') wtedy i tylko wtedy, gdy m +n' =m’+n.

Nietrudno zauwazy¢, ze to jest relacja rownowaznosci. Klasy abstrakcji relacji ~ nazwiemy
liczbami catkowitymi. Zbiorem wszystkich liczb calkowitych jest wiec Z = (N x N)/..
Dzialania na liczbach catkowitych okreslamy tak:

[(m,n)]~ + [(my,n1)]~ = [(m+my,n+ng).
[((m, )~ [(ma, )]~ = [(mmy + nng, mng + nma)|;
—[{m,n)]~ = [{n,m)]~

Uwaga: Te definicje sa poprawne, bo jesli (m,n) ~ (m/,n’) i (my,n1) ~ (ml,n}), to:

o (m+my,n+ng) ~ (m +mi,n +nl);
o (mmy + nny, mny + nmy) ~ (m'm} + n'n’, m'n| + n'm!);

e (n,m) ~ (n',m’).
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Zbior wszystkich liczb caltkowitych nie zawiera w sobie zbioru wszystkich liczb naturalnych.

: . f . . L 1-1 .
Ale mozemy sie umowié, ze tak jest. Mamy bowiem wlozenie i : N — Z okreslone
warunkiem

i(n) = [{n, 0)]~

i z duzym powodzeniem mozemy utozsamia¢ kazda liczbe naturalna n z liczba calkowi-
ta i(n). Zauwazmy na przyklad, ze i(m + n) = i(m) + i(n) oraz i(m - n) = i(m) - i(n),
a wiec arytmetyke liczb naturalnych (a o nia tu przeciez chodzi) mozemy uprawiaé¢ bez
przeszkéd w zbiorze Rg(i) C Z.

6 Rownolicznosé

Definicja 6.1 Mowimy, ze zbiory A i B sa réwnoliczne (i piszemy A ~ B) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A L B
na

Powyzsza definicja opiera sie na tym samym pomysle, ktorego uzywaja dzieci nie zna-
jace arytmetyki do podzielenia sie po réwno kasztanami, jabtkami itp. Wystarczy dawac
kazdemu po jednym, az do wyczerpania zasobdw.

Przykiad 6.2

e Przedzialy otwarte (a,b) i (¢,d) sa réownoliczne bo funkcja f : (a,b) 2% (¢, d) moze
by¢ okreslona wzorem f(z) = &=¢ . x + be=ad,

o Przedzial (—7%,7) (a zatem takze kazdy inny przedzial otwarty) jest réwnoliczny
ze zbiorem R wszystkich liczb rzeczywistych. Dla dowodu wystarczy uzy¢ funkcji
tangens.

e Przedzialy (0,1] i (0, 1) sa réwnoliczne, bo mamy taka funkcje f : (0, 1] = (0,1):

o) = %H, jesli x = %, dla pewnego n € N;
x, w przeciwnym przypadku.

e 7Zbior R jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich, a réwno-
liczno$¢ ustala np. funkcja logarytm.

Fakt 6.3 Dia dowolnych zbiorow A, B, C,

o A~ A:

)
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o Jesli A~ B to B~ A;
o JesliA~BiB~CtoA~C.

Uwaga: Rownolicznos$é zbioréw nie jest relacja, z tych samych powodéw, dla ktérych
relacjami nie sa réwnos¢ ani inkluzja (por. odp. uwage w tresci Wykladu 2). Ale réwno-
liczno$¢ ograniczona do elementow ustalonej rodziny zbioréw mozna oczywiscie utozsamiaé
z odpowiednia relacja rownowaznosci w tej rodzinie.

Zbiory skonczone

Definicja 6.4 Zbiér A nazywamy skoniczonym, gdy A ~ n, dla pewnej liczby naturalnej n.
W przeciwnym razie zbiér A jest nieskoriczony.

Lemat 6.5 Niecha & A ib ¢ B. Wowczas:

e AU{a} ~ BU{b} wtedy i tylko wtedy, gdy A ~ B.

o Injekcja f : AU {a} L BuU {b} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja
A2 B

Dowéd:  Jedli f: A -=5 B, to wtedy g = fU {{a,b)} jest injekcja z AU {a} do BU{b}.
Jesli na dodatek funkcja f byla na B, to takze g jest ,na”. To dowodzi implikacji (<)
w obu czesciach lematu. Przypusémy wiec, ze f: AU {a} =L By {b}. Okreslimy funkcje
h : A — B definicja warunkowa:

| fla), jesh f(z) =10,
h(z) = { f(z), w przeciwnym przypadku.

Nietrudno zauwazy¢, ze h jest funkcja réznowartosciowa, a jesli f jest ,na” to takze h

jest ,na”. n

Lemat 6.6 Dla dowolnych n,m € N:

1) Nie istnieje [ : s(n) o

2) Nie istnieje f:n — s(n).

3) Jeslim ~n tom=n.
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Dowéd: (1) Indukcja. Oczywiste dla n = 0. Krok indukcyjny wynika natychmiast
z Lematu 6.5.

(2) Ta czesé tatwo wynika z poprzedniej i z Twierdzenia 3.14. Ale mozna ja tez udowodnié
bezposrednio (bez pomocy pewnika wyboru) co zalecane jest jako éwiczenie.

(3) Przez indukcje ze wzgledu na n, dowodzimy wlasnosci
Vm € N(m ~n — m =n) (*)

Warunek jest oczywisty dla n = 0, bo tylko zbiér pusty jest rownoliczny ze zbiorem pustym.
Zalézmy wiec, ze zachodzi (*) i niech m ~ s(n), czyli m ~ nU {n}. Wtedy na pewno
m # 0, wiec m = s(m’) = m’ U {m'}, dla pewnego m’. Z Lematu 6.5 wynika, ze m' ~ n
a wiec m’ = n. W konsekwencji m = s(n). =

Jeslin € N to piszemy A=n gdy A ~ n. Poprawno$¢ tego oznaczenia wynika z Lematu 6.6.
Oczywiscie méwimy wtedy, ze A ma n elementéw. 7 tego samego lematu wynika tez
nastepujacy uzyteczny fakt:

Twierdzenie 6.7 Jesli A jest zbiorem skoriczonym, oraz f : A — A to f jest réznowar-
tosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest na A.

Dowéd: (=) Przypusémy, ze f jest réznowartosciowa, ale nie jest ,na”; tj. istnieje
a € A—Rg(f). To w szczegdlnosdei oznacza, ze A # (). Wiemy, ze A jest skoniczony, czyli
réwnoliczny z pewna liczba naturalng. Skoro A # (), to ta liczba nie jest zerem, ma wiec
postaé¢ s(n), dla pewnego n. Przedstawiajac zbiér A w postaci sumy A = (A — {a}) U {a}
i korzystajac z Lematu 6.5, otrzymujemy réwnolicznosé¢ A — {a} ~ n. Istnieja wiec funkcje
hon 5 A— {a} oraz g : s(n) LA Zatem h™lo fog: s(n) 2L n, co jest sprzeczne
na na
z Lematem 6.6(1).
(<) Przypuséémy, ze f : A = A nie jest réznowartosciowa. Wtedy sa takie a,b € A, ze

f(a) = f(b). Zbiér A musi by¢ niepusty i mozemy powtérzy¢ rozumowanie z poprzedniej

czesci dowodu, wnioskujac o istnieniu funkeyj h : n — A — {a} i g : s(n) =LA
na na

Otrzymujemy g~ ' o (fla—{a}) ©h : n — s(n). Mozemy si¢ teraz powola¢ na Lemat 6.6(2)
i otrzymac sprzecznosé¢. n

Nastepujace twierdzenie zbiera kilka waznych wiasnosci zbiorow skonczonych.

Fakt 6.8

0) Jesli A jest skoniczony, to AU {a} jest skoriczony.

1) Kazdy podzbior zbioru skoriczonego jest skoriczony.
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2) Jesli A jest nieskoniczony i B jest skoriczony, to A — B # ().
3) Jesli A jest skoriczony i f : A == B, to B jest skoticzony.

4) Suma i iloczyn kartezjanski dwéch zbiordw skonczonych sq skoriczone.

Dowéd:  (0) Jesli A =noraz a ¢ Ato AU{a} = s(n).

(1) Na poczatek udowodnimy, ze kazdy podzbiér dowolnej liczby naturalnej jest skoriczo-
ny. Zrobimy to przez indukcje. Oczywiscie kazdy podzbiér zbioru pustego jest pusty,
wiec warunek jest spelniony przez liczbe zero. Zalézmy, ze kazdy podzbioér liczby n jest
skoriczony i niech B C s(n) = nU{n}. Jesli B C n to dobrze. W przeciwnym razie n € B
i mozemy napisa¢ B = (B — {n}) U{n}. Zbiér B — {n} jest skoniczony na mocy zalozenia
indukcyjnego, a z czesci (0) wynika, ze B tez jest skoniczony.

Jesli teraz B C A i A jest skonczony, to mamy bijekcje f: A 1 n, dla pewnego n € N.

Zbiér B jest wiec réwnoliczny z podzbiorem f(B) liczby n. Skoro ten jest skoriczony, to B
tez jest skonczony.

(2) W przeciwnym razie A C B i A bylby skoriczony na mocy czesci (1).

(3) Z Twierdzenia 3.14 wynika, ze istnieje wtedy funkcja g : B "L A a wiec B jest

réwnoliczny ze zbiorem Rg(g) C A, ktéry musi byé skoriczony, jako podzbidr zbioru skori-
5

czonego.

(4) Cwiczenie. Wskazéwka: przez indukcje nalezy wykazaé¢, ze suma dwoéch roztacznych
zbioréw, ktére maja n i m elementéw, jest zbiorem o n 4+ m elementach. Podobnie dla
iloczynu kartezjanskiego i mnozenia.

Moce zbiorow

Twierdzenie 6.1 Kazdemu zbiorowi A mozna przypisac pewien obiekt j, zwany moca lub
liczba kardynalna zbioru A, i mozna to zrobi¢ w taki sposob, Ze

VAB(A~B & A=D).

W szezegolnosci, jesli zbior A jest skoniczony, to jego liczba kardynalng jest ta liczba natu-
ralna, z ktorg zbior A jest rownoliczny.

5Te cze$é mozna tez udowodnié bez pomocy Twierdzenia 3.14. Wskazéwka: zaczaé od przypadku
AeN.
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Dowdéd:  Dowéd tego twierdzenia pomijamy.® W istocie, liczba kardynalna A jest zawsze
pewnym zbiorem réwnolicznym z A. Liczby naturalne sa szczegdlnym przypadkiem liczb
kardynalnych, a poprawnos¢ tego wyboru wynika z Lematu 6.6(3). u

7 Zbiory przeliczalne

Fakt 7.1 Jesli n € N to nie istnieje funkcja f : N o w szczegolnoSci zbior liczb
naturalnych N jest nieskonczony.

Dowéd:  Gdyby taka funkcja istniala, to f|sm) : s(n) Y n, a to by¢ nie moze z powodu
Lematu 6.6(1). =

Definicja 7.2 Liczbe kardynalng zbioru N oznaczamy symbolem X (,,alef zero”). Méwimy,
ze zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest skoriczony lub jest zbiorem
mocy Ny. W przeciwnym razie zbiér A jest nieprzeliczalny.

Moc XN jest najmniejsza moca nieskoniczona, w nastepujacym sensie:
Twierdzenie 7.3 Zbior A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy ma podzbior mocy Ng.

Dowé6d: (=) Niech 9 bedzie funkcja wyboru dla rodziny P(A) —{0}. Okreslimy funkcje
f N — A za pomoca takiej definicji indukcyjnej:

f(n) =9(A= f(n)) (*)
Poprawnosc¢ tej definicji nie jest oczywista i wymaga takiej obserwacji: Skoro n jest zbiorem

skoficzonym, to f (n) tez jest skonczone (na mocy Faktu 6.8(3)) a zatem zbiér A— f (n)
jest niepusty (na mocy Faktu 6.8(2)) i dlatego prawa strona réwnania ma sens. Istnie-
nie doktadnie jednej funkcji speliajacej réwnanie (*) mozna teraz udowodni¢ metodami
podobnymi do uzytych w dowodzie Twierdzenia 5.11.

Zauwazmy, ze funkcja f jest réznowartosciowa. W rzeczy samej, jesli m # n, to na przyktad
m € n. Wtedy f(m) E?(n), a wiec wartos¢ f(n), wybierana z dopelnienia zbioru ?(n),
musi by¢ rézna od f(m). Zatem f : N Ll Rg(f). Zbiér Rg(f) ma wiec moc Ny 1 jest
podzbiorem A. -

6Uwaga dla dociekliwych: Konstrukeja liczb kardynalnych wymaga dodatkowego (schematu) aksjomatu,
zwanego aksjomatem zastepowania.
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(<) JeZelinBgAij:neN,toistniejafunkcjef:NiBig:Ain. Stad

gof:N = n, co jest sprzeczne z Faktem 7.1. n

Whniosek 7.4 Zbior jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest rownoliczny z pewnym
swoim podzbiorem wtasciwym.

Dowéd: (<) Ta cze$¢ wynika wprost z Twierdzenia 6.7.

(=) Skorzystamy z poprzedniego twierdzenia. Jesli zbiér A jest nieskoriczony to ma

podzbiér B o mocy Ny. Mamy wiec funkcje f : N L Bj mozemy okresli¢c g : A — A
na

warunkiem

g(z) = { f(fHz) +1), jesliz € B;

x, w przeciwnym przypadku.

Latwo zauwazy¢, ze funkcja g jest roznowarto$ciowa. Ale ta funkcja nie jest na A bo
element f(0) nie nalezy do Rg(g). Zatem A ~ Rg(g) & A. u

Dla B C N, przez min B oznaczymy najmniejszy element zbioru B. Taki element zawsze
istnieje, jesli tylko B jest niepusty. (Twierdzenie 5.18.)

Fakt 7.5 Kazdy podzbior zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

Dowéd:  Niech C' bedzie podzbiorem zbioru przeliczalnego B. Jesli C' jest skoniczony,
to dobrze, wiec niech C' bedzie nieskoniczony. Wtedy zbiér B tez musi by¢ nieskoniczony,

a skoro B jest przeliczalny, to mamy funkcje g : B “L N. Zbiér C jest wiec réwnoliczny

z podzbiorem g (C) zbioru N. A zatem wystarczy udowodnié, ze kazdy nieskoriczony
podzbiér zbioru N jest przeliczalny.

Niech A bedzie takim podzbiorem. Definiujemy przez indukcje funkcje f: N — A:

f(n) = min(A— f (n)) (*)

Ta definicja jest poprawna, a funkcja f jest réoznowartosciowa, z powodéw podobnych do
omawianych w dowodzie Twierdzenia 7.3. Pozostaje stwierdzi¢, ze f jest na A. Przy-
pusémy, ze nie, tj. ze istnieje jakieS m € A — Rg(f). Wtedy dla dowolnego n mamy
jednoczesnie m € A— f (n) im # f(n), a wiecc m > f(n). Stad Rg(f) C m czyli Rg(f)
jest zbiorem skoriczonym. To niemozliwe, bo f jest réznowartosciowa, wiec Rg(f) ~ N. n

Nastepujacy fakt uzasadnia nazwe ,,zbior przeliczalny”. Zbidr jest przeliczalny, gdy jego
elementy mozna przeliczaé¢ (niekoniecznie przeliczyc), tj. ustawié¢ je w ciag nieskonczony.
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Whniosek 7.6 Niepusty zbior A jest przeliczalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja
f:N2 A,

Dowéd: (=) Jesli A= Ny to taka funkcja istnieje z definicji i nawet jest réznowartos-
A

ciowa. Jesli
tak:

=n € N, ton # 01 mamy funkcje g : n it A, ktora mozna poprawic
na

_f g(m), jesli m € n;
h(m) = { g(0), w przeciwnym przypadku.

(<) Niech f : N 2% A, Wtedy funkcja g : A =L N moze by¢ okreslona tak: g(a) =
min{i € N | f(i) = a}. Zbiér A jest wiec réownoliczny z podzbiorem Rg(g) zbioru N,
a zatem przeliczalny. =

Lemat 7.7 Jesli zbior A jest przeliczalny i f : A — B, to B jest przeliczalny.

Dowéd:  Na mocy Wniosku 7.6 istnieje surjekcja ¢ : N = A. Wtedy fog: N 2% B,
wiec na mocy tego samego wniosku zbior B jest przeliczalny. u

Fakt 7.8 Jesli zbiory A © B sq przeliczalne to AU B 1 A x B tez sq przeliczalne.

Dowodd:  Jesli ktérys ze zbioréw A i B jest pusty to teza jest oczywista. Zalézmy wiec,
ze Ai B s niepuste. Na mocy Wniosku 7.6 istnieja wiec funkcje f : N =5 Aig: N =5 B.
Mozemy teraz okresli¢ funkcje ¢ : N =5 A U B wzorem

(n) = f(k), jeslin = 2k, dla pewnego k;
AR = g(k), jeslin =2k +1, dla pewnego k

A zatem A U B jest zbiorem przeliczalnym, co tez wynika z Wniosku 7.6. Aby okresli¢
funkcje ¥ : N =% A x B, skorzystamy z jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na
czynniki pierwsze.” Kazda liczbe n # 0 mozemy jednoznacznie zapisaé w postaci

n = 2'3q,
gdzie ¢ nie jest podzielne ani przez 2 ani przez 3. Przyjmujemy

sy — § )90, gesin=0;
(f(i),q(5)), jeslin =2'37q oraz ¢ nie dzieli si¢ przez 2 ani 3

Funkcja 1 jest ,na”, bo dla dowolnych a € A, b € B istnieja takie liczby i, j, ze f(i) = a
i f(j)=0b. A wiec (a,b) =(2'37). n

"Przedmiotem tego wykladu jest teoria mnogosci. Dlatego interesuje nas to, jak mozna na gruncie
tej teorii zdefiniowaé liczby naturalne. Ale wlasnosci arytmetyczne liczb naturalnych, ktore wynikaja
7z aksjomatéw Peano (takie jak przywolana tu jednoznacznos$é rozkladu), juz przeciez znamy.

31



Przyklad 7.9 Funkcjat: NxN — N dana wzorem f(n,m) = 2"3™ jest réznowartosciowa.
Natomiast nastepujace funkcje u,v : N x N — N sa nawet bijekcjami.®

u(m,n) =2"2n+1) -1

(m+n)(7721+n—|—1) m

v(m,n) =

Sprawdzenie, ze tak jest w istocie, pozostawiamy jako ¢wiczenie. Wskazdwka: pierwszy
skladnik w definicji v(m,n) przedstawia sume liczb naturalnych od zera do m + n.

Przyklady zbioréw przeliczalnych

e 7Zbior N x N jest przeliczalny.

e Zbiér Z wszystkich liczb calkowitych jest przeliczalny. Skoro bowiem Z = (N x N)/ .
to mamy funkcje & : Nx N —% 7Z okreslong warunkiem x(m,n) = [(m,n)].. (Méwiac
po ludzku, chodzi o funkcje x(m,n) = m — n. Kazda liczba calkowita jest réznica
dwéch liczb naturalnych.)

e 7bior Q wszystkich liczb wymiernych definiujemy podobnie jak zbiér Z. Rozwazamy
relacje réwnowaznosci ~ w zbiorze par Z x (Z — {0}), dana warunkiem
(x,y) = (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy z-v=u-y,
i przyjmujemy Q = (Z x (Z — {0}))/~. Po sprawdzeniu, ze warunki (x,y) ~ («', 1)
i (u,v) =~ (u,v") implikuja
(xv + yu,yv) = (v + y'u/, y'v') oraz (zu,yv) ~ (2'u’, y'v'),
mozemy zdefiniowaé operacje na liczbach wymiernych:
[(z, )]~ + [(u, )]~ = [{zv + yu, yv)]~
[z, 1))~ - [{u, v)]x = [{zu, yo)l~
Liczby catkowite interpretujemy jako liczby wymierne za pomoca wlozenia
i(z) = [{z, D]~
Oczywiscie zamiast [(x,y)]~ piszemy odtad g Poniewaz k : Z x (Z — {0})) — Q,
gdzie k(z,y) = 3, wiec zbiér wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.
e A wiec przeliczalny jest tez np. zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny o wspotrzed-

nych wymiernych. Utozsamiamy go przeciez ze zbiorem Q x Q.

Twierdzenie 7.10 Suma przeliczalnej rodziny zbiorow przeliczalnych jest przeliczalna.

8(Czasami o bijekcji z N x N na N méwimy funkcja pary. Taka funkcja pozwala na zakodowanie dwéch
liczb naturalnych za pomoca jedne;.
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Dowdéd:  Niech A bedzie przeliczalng rodzina zbioréw przeliczalnych. Bez straty ogol-
nosci mozemy zalozyc¢, ze:

e A+#(, boinaczej |JA =0, czyli teza jest oczywista;
e g A bolUA=UA-{0}), wiec zamiast A mozemy wzia¢ A — {0}.

A wiec, na mocy Wniosku 7.6 mamy funkcje:
F:N 2 A,
a poniewaz elementy A sa tez przeliczalne, wiec dla dowolnego m € N jest tez funkcja
f N 25 F(m).

Wtedy G : Nx N =% (A, gdzie G(m,n) = fn(n). Sprawdzmy, ze funkcja G jest faktycz-
nie ,na”. Poniewaz F jest ,na”, wiec kazdy element a € | J.A nalezy do pewnego F(m).
Zatem a jest postaci f,(n), bo f, tez jest ,na”. Wnioskujemy, ze | J.A jest zbiorem
przeliczalnym, jako obraz zbioru przeliczalnego (Lemat 7.7).

Uwaga: * Choé nie widaé¢ tego na pierwszy rzut oka, dowdd powyzszego twierdzenia w istotny sposéb
. . . . . . . . . . . na

opiera sie na pewniku wyboru. Przypisujemy bowiem kazdej liczbie m pewna funkcje f,, : N — F'(m),

a wiec implicite stosujemy funkcje wyboru dla rodziny A. Scislej, powotujemy sie tu na Twierdzenie 3.13

o niepustosci produktu zbioréw niepustych.

Definicja 7.11 Stowo nad alfabetem A to dowolny skonczony ciag elementéw zbioru A.
Doktadniej, jest to dowolna funkcja w : n — A, gdzie n jest pewna liczba naturalna. Liczbe
te nazywamy dlugosciq stowa w, i zapisujemy to tak: n = |w|. A wiec stowo baba to funkcja
w: 4 — {a,b}, spelniajaca warunki

w(i) = b, jesli i jest parzyste;
| a, jedlii jest nieparzyste

Zbiér wszystkich stéw n-literowych nad A (stéw nad A o dlugosci n) pokrywa sie wiec ze
zbiorem A"™ wszystkich funkcji z n do A. Zbior wszystkich stéw nad A oznaczamy przez A*.
Szczegodlnym stowem jest jedyne stowo o dlugosci 0. Jest to stowo puste, czyli funkcja pusta.
Oznaczamy je przez €.

Fakt 7.12 Jesli alfabet A jest przeliczalny to zbior wszystkich stow A* tez jest przeliczalny.

Dowdd:  Nietrudno pokazaé przez indukcje, ze kazdy ze zbiorow A" jest przeliczalny.
Istotnie, zbiér A° = {e} jest jednoelementowy, a krok indukcyjny wynika z tatwej réwno-
licznogci A"t ~ A" x A. Skoro A* jest sumg wszystkich A", dla n € N, to teza wynika
z Twierdzenia 7.10.
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8 Nieréwnosci pomiedzy mocami

Lemat 8.1 Jezeli A ~ B i C ~ D oraz istnieje injekcja f : A it C, to istnieje tez
mjekcja g : B L p.

Dowéd:  Istnieja bijekcje ¢ : B L A oraz v C "L D. Zatem Yo foyp:B =L p.

Te konstrukcje przedstawia ponizszy diagram:

a—1 ¢
v (&
B~ =D

Definicja 8.2 Moéwimy, ze moc zbioru A jest mniejsza lub réwna mocy zbioru B (i piszemy
A < B), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f : A L B. Jezeli A < B ale zbiory A
i B nie sa réwnoliczne, to piszemy A < B i méwimy, ze zbiér A jest mocy mniejszej niz
zbior B.

Uwaga:
e Poprawnos¢ powyzszej definicji wynika z Lematu 8.1.
e Jesli m, n sa liczbami kardynalnymi to m < n oznacza, ze A < ?, dla A = m, B=n.
e Jedli f: A 1 B, ale f nie jest bijekcja, to nie znaczy, ze A< §_ Na przyktad

funkcja nastepnika jest injekcja z N w N i nie jest ,na”, ale przeciez N ¢ N.

Przyklad 8.3

e Jesli A C B, tojgﬁ.
e Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi n < ;.

e Dla dowolnego zbioru A zachodzi A < P(A). Istotnie, mamy ¢ : A LN P(A), gdzie
((a) ={a} dla a € A.

e 7Zbiér A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy Ny < A (Twierdzenie 7.3).
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Fakt 8.4 Dia dowolnych niepustych zbiorow A, B nastepujace warunki sq rownowazne:

1) A< B;
2) Istnieje g : B =2 A;

3) Zbior A jest rownoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B.

Dowéd: Réwnowazno$¢ warunkéw (1) i (2) to doktadnie tres¢ Twierdzenia 3.14. Réw-
nowazno$¢ (1) i (3) wynika z nastepujacych obserwacji:

o Jedli f: A5 Bto A~ Rg(f).

e Jedli f: A5 CCBtof: A5 B »

Fakt 8.5 Dia dowolnych zbiorow A, B, C':

B

.jg

<C.

Qll
AN

e JeSiA<BiB<C to

O ile powyzszy fakt jest calkiem oczywisty, to antysymetria nieréwnosci

||
SN
Il

|

Jes/lijgﬁz’?g to

(zwana twierdzeniem Cantora-Bernsteina) nie jest juz oczywista. Udowodnimy ja najpierw
w takiej wersji:

Lemat 8.6 Jesli p: A5 C C AtoC~ A,

Dowéd: Zaczniemy od okreslenia ciagu zbioréw X,,, dla n € N.

XnJrl = S—é(Xn)
Niech X = [J{X, | n € N}iniechY = A—X. Zauwazmy, ze C = A— Xy = (XUY)—-X, =
(X — Xo)UY, bo Y N Xy = 0. Okreslimy bijekcje 1 : A == C jak nastepuje:

=, jesli x € Y,
lz) = { o(x), jeslize X
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Rysunek 1: Dowdd Lematu 8.6

Inaczej, ¥ = ¢|x Uidy. Na Rysunku 1 zbiér X odpowiada obszarowi zakreskowanemu,
a zbiér Y to cala reszta. Poszczegdlne zakreskowane skladowe to zbiory X,,. A zatem
funkcja 1) jest identycznoscia na obszarze bialym, a kazda z zakreskowanych sktadowych
przeksztatca w nastepna. Funkcja 1 jest réznowartosciowa, poniewaz idy : Y LY oraz
olx + X Ly sa sa funkcjami réznowarto$ciowymi, a przy tym X i Y sa rozlaczne.
Ponadto v jest na C. Jesli bowiem ¢ € C, to sa dwie mozliwosci. Albo ¢ € Y i wtedy
c=1(c), albo c € X — Xy i mamy ¢ € X,,;; dla pewnego n. A wtedy ¢ = p(z) = ()
dla pewnego x € X,,.

|

toj:

||

Twierdzenie 8.7 (Cantora-Bernsteina) Jesli A < BiB <

Dowéd:  Z zalozenia istnieja funkcje f : A L Bi g:B 2L AL Zbiér € = Reg(g) jest
oczywiscie réwnoliczny z B. Jedli teraz ¢ = go fto p: A =L ¢, Na mocy Lematu 8.6,
zbiér A jest rownoliczny z C, a wiec takze z B. 1

Twierdzenie Cantora-Bernsteina jest niezwykle uzytecznym narzedziem do badania mocy
zbiorow. Zwykle znacznie tatwiej jest wskazaé¢ dwie funkcje réznowartosciowe, jedna z A
do B idruga z B do A, niz bijekcje pomiedzy A i B. Na przyklad moc dziwnej figury
na Rysunku 2 jest taka sama jak moc kazdego z dwéch két (otwartych). Mamy bowiem
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Rysunek 2: Zastosowanie twierdzenia Cantora-Bernsteina

K<A<L boKCACL.

Poniewaz tatwo zauwazy¢, ze dowolne dwa kota otwarte sa
rownoliczne, wiec mamy K = L, i mozemy uzy¢ twierdzenia Cantora-Bernsteina.

Twierdzenie 8.8 (Cantora) Dla dowolnego zbioru A zachodzi A< (A).

Dowéd:  Juz poprzednio zauwazylismy, ze A < P(A), nalezy wiec pokazaé, Ze nie istnieje
bijekcja F' : A % P(A). Przypusémy, ze taka jest, i niech B = {x € A | x € F(x)}.
Skoro F' jest ,na”, to istnieje takie b € A, ze F(b) = B. Pytamy, czy b € B. Jedlib € B,
to z definicji zbioru B mamy b ¢ F'(b) = B. Ale jesli b € B, to tez zle, bo wtedy warunek
b ¢ F(b) nie powinien zachodzi¢, czyli mielibysmy wlasnie b € B. Otrzymana sprzecznosé
wynikla z zalozenia, ze F' : A % P(A), a wiec takiej funkcji nie ma. =

Rozumowanie uzyte w dowodzie twierdzenia Cantora stosuje tzw. metode przekatniowaq
(rozwazamy dwuargumentowy predykat ,z ¢ F(y)” dla * = y). Do sprzecznosci do-
prowadzilo nas zjawisko podobne do paradoksu ktamcy,’ znane tez z anegdoty o wojskowym
fryzjerze, ktéremu polecono goli¢ tych i tylko tych zolnierzy, co sami sie nie gola. Porow-
najmy dwa, niemozliwe do spelnienia, warunki:

Ve e Alx € F(b) &« & F(x))

V(b goli # < x nie goli z)

9Stwierdzenie ,To zdanie jest fatszywe” nie moze byé ani prawdziwe ani falszywe.
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a zobaczymy, ze chodzi tu o ten sam paradoks, czesto wykorzystywany tam, gdzie nalezy
udowodnic¢, ze cos jest niemozliwe.

Whniosek 8.9

1) Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow, tj. zbior Q0 spelniajacy warunek Yz (x € Q).
2) Istniejaq zbiory nieprzeliczalne, na przyktad P(N).

3) Istnieje nieskoniczenie wiele liczb kardynalnych.

Dowéd: (1) Gdyby Q byl zbiorem wszystkich zbioréw, to takze kazdy podzbiér Q2 byltby
jego elementem, mielibysmy wiec P(Q2) C Q, skad P(Q2) < Q.

(2) Oczywiste.

(3) Latwo widzieé, ze N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < --- ®

Liczby rzeczywiste

Zanim zajmiemy sie moca zbioru wszystkich liczb rzeczywistych, zobaczmy jak mozna
zdefiniowaé liczby rzeczywiste na gruncie teorii mnogosci. Funkcje f : N — Q nazwiemy
ciagiem Cauchy’ego, gdy

VeeQe>0—3dneNVE>n(f(n)—e< f(k) < f(n)+¢))
W zbiorze C wszystkich ciagow Cauchy’ego okreslimy relacje rownowaznosci =.
f=9g & VeeQ(e>0—3IneNVk>n(f(k)—ec<glk) < f(k)+e)).

Zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych definiujemy jako C/—. Dzialania na liczbach rzeczy-
wistych definiujemy ,,po wspéhrzednych”. Wynikiem dodawania [f]= + [g]= jest wiec klasa
abstrakcji ciagu h okreslonego réwnaniem h(n) = f(n) + g(n). Przyjmujemy, ze Q C R
poprzez identyfikacje kazdej liczby wymiernej ¢ € Q z ciagiem stalym o wartosci q.

Definicja 8.10 Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych nazywamy continuum i ozna-
czamy przez €.

Przypomnijmy, ze 2N to zbiér wszystkich funkcji z N do 2 = {0,1}, inaczej — zbiér
wszystkich nieskonczonych ciagéw zerojedynkowych.
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Fakt 8.11 ¢ = P(N) = 2V

Dowéd:  Najpierw zauwazmy, ze F : 2V 225 P(N), gdzie F(f) :?*1(1). Istotnie, dla

f # g istnieje jakie$ n, dla ktérego f(n) =11 g(n) = 0 albo na odwrét. Zatem n € F(f) i
n & F(g) albo na odwrét, funkcja F' jest wiec réznowartosciowa. Jest tez na P(N), bo jesli
B CNto B = F(xg), gdzie xp to funkcja charakterystyczna zbioru B, czyli:

1, jeslin € B;
0, w przeciwnym przypadku.

xs(n) = {

A zatem zbiory P(N) i 2 sg tej samej mocy. Aby pokazaé, ze jest to moc continuum,

skorzystamy z Twierdzenia 8.7, tj. udowodnimy dwie nieréwnosci: 28 < € i € < P(N).

[Z_N < €] Niech H : 2% — R przyporzadkowuje kazdemu ciagowi zerojedynkowemu liczbe
rzeczywista z przedziatu (0, 1), ktérej zapis dziesietny po przecinku odpowiada temu cia-
gowi. A wiec na przyktad H(01100011100...) = 0,01100011100. .. Dokladniej, dla dowol-
nego f € 2N

Aby sprawdzi¢, ze funkcja H jest roznowartosmowa przypusémy, ze f # g. Niech n =

min{i | f(i) # g(i)}. Wtedy ZKn 10,“ = icn 10&31 Oznaczmy te sume przez b i przy-
pusémy na przyktad, ze f(n) =01 g(n) = 1. Wtedy

1
=b+ Z 02-‘,—1 10n+l < H(g)

1=n+1

€ <P(N)] Niech a:N =L Q bedzie dowolna ustalona bijekcja, i niech

G(z) ={n e N | a(n) <z},
dla dowolnego x € R. W ten sposéb okredlilismy funkcje G : R — P(N). Ta funkcja jest

roznowartos$ciowa, bo jesli x # y to na przyklad z < y, a wtedy istnieje liczba wymierna ¢
speliajaca nieréwnosci r < ¢ < y. Mamy wiec o *(q) € G(y) — G(z). n

39



9 Arytmetyka liczb kardynalnych

Lemat 9.1 Niech A < BiC < D. Wtedy:

1) Jesli ANC=0iBND=0,to AUC <BUD.

2) AxC<BxD.

3) Jesli C # 0, to A® < BP.
Dowdd:  Istnieja funkcje f: A L Bi g:C L p.

(1) Poniewaz dziedziny funkecyj f i g sa rozlaczne, wiec suma f U g jest funkcja ze zbioru
AUC do BU D. Latwo zauwazy¢, ze jest to funkcja réznowartosciowa.

(2) Funkcja F: Ax C =L B x D moze by¢ okreslona warunkiem F(a,c) = (f(a),g(c)).
Réznowartosciowosé F' tatwo wynika z réznowartosciowosci f i g.

(3) Poniewaz C # ), wigc istnieje funkcja h : D =2 C. Funkcje G : A — BP okredlimy
réwnaniem G(«) = f o oo h. Rysunek ponizej objasnia te definicje:

C A
h f
D orviom B
G(a)
Sprawdzmy, ze funkcja G jest réznowartosciowa. Jesli o, 3 € A® oraz a # 3, to af(c) # B(c),
dla pewnego ¢ € C. Funkcja h jest ,na”, wiec istnieje takie d € D, ze h(d) = c.
Z rézmowartosciowosci funkeji f wnioskujemy, ze G(a)(d) = f(a(h(d ))) = f(alc)) #

f(B(c)) = f(B(h(d))) = G(B)(d), czyli, ze G(a) # G(G).

Whiosek 9.2 Jesli A =B zﬁ = ﬁ to

e AxC=BxD;

— BD.

[ ]
=l

Jesli ponadto ANC =0 iBND =0 to

e AUC=BUD
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Dowéd:  Latwa konsekwencja Lematu 9.1. Uwaga: nalezy zauwazy¢, ze AY =1 dla
dowolnego zbioru A. =

Z Whniosku 9.2 wynika poprawno$¢ nastepujacej definicji:

Definicja 9.3

Sumg m + n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci AU C,
gdzie A=m, C =n, oraz ANC = 0.

Tloczynem m - n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A x C,
gdzie A =m, C' =n.

Potegg m"™ o podstawie m i wyktadniku n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A%,
gdzie A =m, C = n.

Uwaga: Zwykle dzialania na liczbach naturalnych pokrywaja sie z dziataniami okreslonymi
powyzej.

Przykiad 9.4

N0+N0:N0,bOZNN.

NO'NOZNo,bONXNNN.

2% — ¢ na mocy Faktu 8.11.

Przyjmijmy Jy = Ny i dalej 3,41 = 2. (Hebrajska litere 3 czytamy ,bet”.) Wtedy
P(N) =R =21, P(P(N)) = 0y, itd.

Fakt 9.5 Jesli m > Ny to m + Rg = m.

Dowéd: Niech A=miC = Ng, a przy tym AN C = (). Na mocy Twierdzenia 7.3,

istnieje podzbiér B C A, o mocy Ny. Wtedy AUC = (A—B)U(BUC) ~ (A-B)UB = A,
A

poniewaz B U C' tez jest mocy Ny. A zatem m+Ng=AUC =A=m. n

Wiele praw arytmetyki liczb naturalnych mozna uogélni¢ na dowolne liczby kardynalne.
W szczegdlnosci, dla dowolnych liczb kardynalnych m, nip, zachodza nastepujace réwnosci:

em+0=m (boAUD=A).
em+n=n+m (bo AUB=DBUA).
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(m+n)+p=m+(n+p) (bo(AUB)UC=AU(BUCQ)).
em-1=m (boAx1~A).

m-0=0 (boAx0=0).
em-n=n-m (boAxB~BxA).
e m-n)-p=m-(n-p) (bo(AxB)xC~Ax(BxC)).

m-(n+p)=m-n+m-p (boAx (BUC)~ (AXB)U(AxC)).
e m’=1 (bo tylko {) nalezy do A?).

m! =m  (bo elementy A' to funkcje stale).

e 1™m=1 (bo funkcja nalezaca do {0} musi by¢ stale réwna zero).

e 0"=0,0ilem#0 (bo nie ma funkcji ze zbioru niepustego w pusty).
Mniej oczywiste sa trzy prawa potegowania.
Fakt 9.6 Dla dowolnych liczb kardynalnych wm, n i p, zachodza nastepujgce rownosci:

1) mt-mP = m(n"‘P) ;
2) m™-p" = (m-p)";

3) (m™)P = m"P.

Dowéd: W czesdei (1) nalezy pokazaé, ze AP x AY ~ ABYC | przy zalozeniu, ze BNC = (.
Bijekcje F : AP x A¢ 125 ABYUC mogma okredlié wzorem F(f,g) = fUg, dla f: B — A
ig:C— A

Dla dowodu czesci (2) potrzebna jest bijekcja G : ABxCB 224 (Ax C)B, ktéra zdefiniujemy

tak: G(f, g)(®) = (f(b),g0)), dla f: B— A, g: B—Cibe B

W czesci (3) postuzymy sie bijekcja H : (AP)¢ Lt AB*C ktéra jest okreglona wzorem

H(p)(b,c) = p(e)(b), dla ¢ : C — ABidlac e C, b € B. Dowdd, ze jest to istotnie
bijekcja, podobnie jak funkcje okreslone w (1) i (2) pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 9.1 stwierdza, ze dzialania na liczbach kardynalnych sa operacjami monotonicznymi
w nastepujacym sensie. Jeslim <nip <q, to:

e m+p<n-+q;
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em-p<n-g

e mP < ni pod warunkiem, ze p # 0.
Whniosek 9.7

)Rg-¢=¢.¢=¢.
2) Nj° = ¢t = ¢;
3) 2¢ = R = ¢°.

Dowéd:

1) Bo€C <Ny - €< €€ =2%.2% = NotNo — 9% — ¢,
2) Bo € = 2% < Ri° < @R = (2%0)Ro = oMo — 9N — ¢
3) Bo 2% < N§ < €% = (2M0)¢ = 2Ro¢ = 2¢, ]
Uwaga 1: Jak juz stwierdziliSmy, dzialania na liczbach kardynalnych sa monotoniczne ze

wzgledu na nieostra nierowno$é¢ <. Nie jest to jednak prawda dla nieréwnosci ostrej <.
[stotnie: mamy wprawdzie 5 < Ny, ale:

[ ] 5+N0:N0+N0:N0,

[} 5'N0:N0'N0:N0;

o 2N — Ngo =

o 5 =¢M=¢
Uwaga 2: Nie mozna w sensowny sposéb okresli¢ odejmowania liczb kardynalnych. Odej-
mowanie jest dzialaniem odwrotnym do dodawania. Aby mozna bylo je zdefiniowad,
z warunku m + p = m + g = n musialoby wynika¢ p = q. Wtedy przyjelibysmy, ze
n—m = p. Ale skoro na przyklad Ny + 5 = Ny + Ry = Ny, to réznica Rg — Ny nie ma

sensu. Podobnie nie mozna zdefiniowa¢ dzielenia, pierwiastkowania ani logarytmowania
liczb kardynalnych.

Hipoteza continuum *

Nie znamy zadnej liczby m spelniajacej nieréwnosci 8y < m < €. Przypuszczenie, ze takiej liczby nie ma
nazywane jest hipotezq continuum. Hipoteza continuum okazala sie zdaniem niezaleznym od aksjomatéw
teorii mnogosci. Oznacza to, ze nie mozna jej z tych aksjomatéw wyprowadzié (P.J. Cohen, 1964), ale tez,

ze nie mozna udowodnié jej zaprzeczenia (K. Godel, 1939).
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10 Relacje porzadkujace
Definicja 10.1 Relacje r w zbiorze A nazywamy relacja cze$ciowego porzadku, gdy jest

zwrotna  czyli Vaxe€A (xrx)
przechodnia  czyli Vaxe AVyeAVzeA(xryAyrz — xrz)
antysymetryczna czyli Ve AVyeA(xryANyrxz — x =vy)

Pare (A, r), a czasami sam zbiér A, nazywamy zbiorem czesciowo uporzadkowanym, lub po
prostu czesciowym porzadkiem. Okreslenie ,czesciowy porzadek” jest tez uzywane w sto-
sunku do samej relacji.

Jesli dodatkowo relacja r jest spdjna, tj.
VeeAVyeA(xryVyrx)

to méwimy, ze jest to relacja liniowego porzqdku. Okreslenia liniowy porzadek, zbior lintowo
uporzadkowany, stosuje sie odpowiednio.

Przyklad 10.2

e Relacja < w zbiorze liczb naturalnych jest liniowym porzadkiem.
e Zbiér N — {0} jest czesciowo uporzadkowany przez relacje podzielnosei:
m|n wtedy i tylko wtedy, gdy 3k € N — {0} (k- m = n).

e Kazda rodzina zbioréw jest czesciowo uporzadkowana przez inkluzje. Doktadniej, dla
dowolnego A, para (A,r), gdzie dla a,b € A
arb wtedy i tylko wtedy, gdy a C b,

jest zawsze czesciowym porzadkiem. Zamiast (A, r) piszemy zwykle po prostu (A, C).

Relacje czesciowo porzadkujace najczesciej oznaczamy symbolami <, <, C i podobnymi.
Jesli < jest czedciowym porzadkiem w A | to relacja < jest okreslona tak:

x <y wtedy itylko wtedy, gdy = <yiz#y.

Dla A # (0, ta relacja nie jest czeSciowym porzadkiem, bo nie jest zwrotna. Notacje <, C
itp. stosujemy odpowiednio.

Jesli (A, r) jest czesciowym (liniowym) porzadkiem, oraz B C A, to latwo zauwazyé, ze
(B,r N (B x B)) jest tez czesciowym (liniowym) porzadkiem. Dla prostoty oznaczamy go
przez (B, ).
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Definicja 10.3 Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem.

1. Elementy a,b € A sa poréwnywalne, gdy a < b lub b < a. W przeciwnym razie a, b
sa, nieporownywalne.

2. Jedli B C A ikazde dwa elementy zbioru B sa poréwnywalne (tj. (B, <) jest liniowo
uporzadkowany) to méwimy, ze B jest taricuchem w A.

3. Jesli B C A i kazde dwa rozne elementy zbioru B sa nieporéwnywalne, to méwimy,
ze B jest antytancuchem w A.

Ostrzezenie: W zbiorze czeéciowo uporzadkowanym z warunku x £ y nie wynika z > y!
Elementy x,y moga by¢ nieporownywalne.

Porzadkowanie stéw

Niech A bedzie ustalonym alfabetem. Przypomnijmy, ze stowo nad A, dtugosci n, to funkcja
w:n — A, ize stowo puste oznaczamy przez €. Konkatenacjq (zlozeniem) stéw w : n — A
iv:m — A nazywamy stowo w - v powstale przez dopisanie stowa v na konicu stowa w. A
zatem w-v:n+m — A, adla i <n+m mamy:

(w - v)(i) = w(i), jesli ¢ < m;
| v(i—n), w przeciwnym przypadku.

Operacja konkatenacji jest laczna, na przykiad:
ein - (und - zwanzig) = (ein - und) - zwanzig = einundzwanzig

Stowo puste jest elementem neutralnym konkatenacji, tj. € - w = w - ¢ = w dla dowolnego
stowa w.

Lemat 10.4 Dla dowolnych stow w,v € A*,
wCov <« JuecA(v=w-u).
Dowéd: (=) Przypusémy, ze w C v. Wtedy Dom(w) C Dom(v), a zatem |w| < |v].
Niech k = |v| — |w|. Dla i < k, niech u(i) = v(|w| + 7). Wtedy v = w - u.
(<) Jesliv=w - u to oczywiscie w = v||,|, wiecw Cv. ®

A zatem w C v oznacza dokladnie tyle, ze stowo w jest przedrostkiem (prefiksem) stowa v.
Relacje inkluzji w zbiorze A* nazywamy wiec porzadkiem prefiksowym.
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Czesto przyjmujemy, ze alfabet A jest uporzadkowany przez jakas relacje <. Wtedy
w zbiorze A* mozemy okresli¢ porzadek leksykograficzny <. Przyjmujemy, ze w =< v,
gdy zachodzi jedna z mozliwosci

o w C v

e Istnieje takie stowo u, ze ua C w i ub C v, dla pewnych a,b € A takich, ze a < b.
Na przyktad, jesli a < b, to € < ab = aba < baba =< bba.

Lemat 10.5 Jesli wu = vu' tow C v lubv C w.
Dowéd:  Niech z = wu = vu'. Wéwezas w = x|jy 1 v = ;|- Zatem nieréwnosc
|w| < |v| implikuje w C v a nieréwnosc przeciwna v C w. 1

Fakt 10.6 Porzadek leksykograficzny jest relacjq czesSciowego porzadku w zbiorze A*. Jesli
alfabet jest liniowo uporzadkowany, to porzqdek leksykograficzny tez jest liniowy.

Dowéd: Zwrotnosé relacji = wynika ze zwrotnosci relacji C. Aby udowodnié¢ przechod-
nios¢ zatézmy, ze w = v i v < x. Mamy do rozpatrzenia 4 przypadki.

Przypadek 1: w Cviv C 2. Wtedy oczywiscie w C x.

Przypadek 2: w C v = wav’, oraz x = ubx’, gdzie a < b. Mamy tu dwie mozliwosci
(Lemat 10.5): albo w C u albo u & w. Wtedy odpowiednio, albo w C z, albo ua C w,
czyli w = uaw’, a wtedy w =< x na mocy drugiej czesci definicji.

Przypadek 3: w = uaw’ oraz v = ubv’ C xia < b. Wtedy z = ubv'z’ i mamy w < x na
mocy drugiej czesci definicji.

Przypadek 4: w = uaw’ i v = ubv’ oraz jednocze$nie v = v'a’v" i x = 'z’ gdzie a < b i

a’ < V. Skoro v = ubv' = u'a'v", tou Cu' lub v CuJesli u & u' to x = ubz”, wiec w < x.
Podobnie, jesli v’ & u, to w = v'ad’w” i tez w = x. Natomiast u = u' implikuje z = ub'z”,

oraz a < b=d < V. Zatem znowu w < z.

Pozostaje wykaza¢ antysymetrie. Niech wiec w < v i v < w. Tu tez mamy cztery przy-
padki, analogiczne do rozpatrzonych powyzej. Zauwazmy jednak, ze powtarzajac poprzed-
nie rozumowanie dla z = w, w przypadkach 2,3 i 4 otrzymamy sprzeczno$¢. Okaze sie
bowiem, ze w = uaw’ = ubw”, gdzie a < b. Zostaje wiec tylko przypadek 1, czyli w C v
ivCw. A wiecw =w.

Przypusémy teraz, ze alfabet jest liniowo uporzadkowany. Wezmy dowolne w,v € A*
i przypusémy na przyklad, ze |w| < |v|. Jesli w Z v, to istnieje takie i, ze i < |w| oraz
w(i) # v(i). Wybierzmy najmniejsze takie i. Oznaczmy stowo w|; = v|; przez u. Jesli
teraz w(i) < v(i) to w = vw(i)w’ = wv(i)v" = v. Podobnie, jesli v(i) < w(i) tov T w. n
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Elementy wyrdznione

Definicja 10.7 Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem i niech a € A. Mowimy, Ze
element a jest w zbiorze A:

najwiekszy, gdy Vx e A(
maksymalny, gdy Vx € A(
najmniejszy, gdy Vr € A(
minimalny,  gdy Vr € A(

Fakt 10.8 Jesli a jest elementem najwiekszym (najmniejszym) w (A, <), to jest tez ele-
mentem maksymalnym (minimalnym) i innych elementdw maksymalnych (minimalnych)
nie ma.

Dowéd:  Zalézmy, ze a jest najwiekszy w A. Aby pokazac, ze jest maksymalny, przy-
pusémy, ze a < x. Ale skoro a jest najwiekszy, to x < a wiec a = x. Niech teraz b € A
bedzie tez elementem maksymalnym. Skoro a jest najwiekszy, to b < a wiec b = a bo b
jest maksymalny. A wiec a jest jedynym elementem maksymalnym w A. u

Przykilad 10.9

e W zbiorze uporzadkowanym (N — {0,1}, | ), gdzie | oznacza relacje podzielnosci,
nie ma elementu najmniejszego ani zadnych elementéw maksymalnych. Natomiast
liczby pierwsze sa elementami minimalnymi.

e W zbiorze Z liczb calkowitych, uporzadkowanym przez zwykla relacje <, nie ma
zadnych elementéw minimalnych ani maksymalnych.

e Rozpatrzmy czesciowy porzadek (Z U {w}, <) gdzie w € Z, oraz
=2y elryeZ)Nz<yVir=y=u]

Ten porzadek ma tylko jeden element minimalny w, ale nie ma elementu najmniej-
szego.

Uwaga: Relacja odwrotna do relacji czesciowo porzadkujacej r tez jest relacja czesciowo
porzadkujaca. Elementy minimalne ze wzgledu na r sa elementami maksymalnymi ze
wzgledu na =1 i na odwrét. Podobny dualizm dotyczy elementéw najwiekszych i naj-
mniejszych. Dlatego wszystkie fakty dotyczace elementéw maksymalnych i najwiekszych
stosuja si¢ tez odpowiednio do elementow minimalnych i najmniejszych.
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Fakt 10.10

1) Kazdy skoriczony i niepusty czesciowy porzadek ma element maksymalny.

2) Jesli (A, <) jest porzadkiem liniowym i a € A jest jego elementem maksymalnym to
a jest elementem najwiekszym.

3) A zatem kaZdy skoriczony i niepusty liniowy porzadek ma element najwiekszy.

4) Analogiczne fakty maja miejsce w odniesieniu do elementéw najmniejszych 1 mini-
malnych.

Dowdd: (1) Przez indukcje ze wzgledu na n > 0 pokazemy, ze kazdy czesciowy
porzadek mocy n ma element maksymalny. Jesli zbiér ma tylko jeden element to ten
element jest oczywiscie maksymalny. Zalézmy wiec, ze teza zachodzi dla zbioréw n-
elementowych i niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym o n + 1 elemen-
tach. Wtedy mozemy przedstawi¢ zbiér A jako sume A = B U {a}, gdzie B jest zbiorem
n-elementowym, a zatem z zalozenia indukcyjnego ma element maksymalny b. Jesli teraz
b £ a to b jest elementem maksymalnym w A. W przeciwnym razie elementem maksymal-
nym jest a. Istotnie, przypusémy, ze a < ¢. Wtedy ¢ = a (i dobrze) lub ¢ € B. W tym
drugim przypadku tatwo zauwazy¢, ze a = b = ¢, bo b jest maksymalny w B.

(2) Zalézmy, ze (A, <) jest porzadkiem liniowym i a € A jest maksymalny. Niech b € A.
Gdyby b £ a to a < b, wiec a = b z maksymalno$ci.

(3) Oczywista konsekwencja (1) i (2).
(4) Nalezy zastosowaé (1), (2) i (3) do porzadku odwrotnego. =
Definicja 10.11 Niech (A, <) bedzie porzadkiem cze$ciowym i niech B C Aia € A.

Méwimy, ze a jest ograniczeniem gdrnym zbioru B (oznaczenie a > B), gdy b < a dla
wszystkich b € B.

Element a jest kresem gdrnym zbioru B (oznaczenie a = sup B), gdy jest najmniejszym
ograniczeniem gornym B, czyli:

e 04> B;

e jesli ¢ > B to ¢ > a, dla dowolnego c € A.

Analogicznie definiujemy ograniczenia dolne (oznaczenie a < B) i kresy dolne (oznaczenie
a = inf B).
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Przyklad 10.12
e W rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru A (uporzadkowanej przez inkluzje) kresem
gérnym dowolnej podrodziny X C P(A) jest suma |J X.

e W rodzinie wszystkich wypukltych!'® podzbioréw plaszczyzny, kazdy podzbiér X ma
kres gérny. Kresem tym jest iloczyn wszystkich zbioréw wypuktych zawierajacych
wszystkie zbiory z X. Zwykle nie jest to |J X, bo suma nie musi by¢ wypukla.

e W zbiorze liczb wymiernych Q ze zwyklym uporzadkowaniem zbiér {q € Q | ¢* < 2}
ma ograniczenia gérne ale nie ma kresu gornego.

e W zbiorze {a,b,c,d} uporzadkowanym jak na rysunku, podzbiér {c,d} ma dwa
ograniczenia gérne, ale nie ma kresu gornego.

a b

Nastepujacy fakt podamy na razie bez dowodu (zob. Wniosek 13.12).

Twierdzenie 10.13 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech (A, <) bedzie zbiorem czes-
ctowo uporzadkowanym, spetniajgcym nastepujacy warunek:

(*)  Kazdy laricuch ma w A ograniczenie gorne

Wtedy w A istnieje element maksymalny.

Nastepujace twierdzenie stanowi wazny przyklad zastosowania Lematu Kuratowskiego-
Zorna. Przypomnijmy, ze podzbiér A przestrzeni liniowej V' jest niezalezny liniowo, jesli
z warunku kjvi + - - + kyv, = 0, gdzie vy, ...,v, € A, wynika k; =--- =k, = 0. Zbiér A
jest baza przestrzeni V', wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowo niezalezny, oraz kazdy element
przestrzeni jest kombinacja liniowa elementow zbioru A.

Twierdzenie 10.14 Kazda przestrzen liniowa ma baze.

Dowéd:  Nietrudno zauwazy¢, ze zbiér A jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
dodanie do zbioru A dowolnego nowego elementu powoduje utrate liniowej niezaleznosci.
A zatem baza to element maksymalny rodziny

107biér jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z dowolnymi dwoma punktami zawiera odcinek
taczacy te punkty.
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Z ={A CV | A jest liniowo niezalezny},

uporzadkowanej przez inkluzje. Uzyjemy wiec Lematu Kuratowskiego-Zorna, aby wykazaé
istnienie elementu maksymalnego zbioru Z. W tym celu wystarczy stwierdzié, ze kazdy
laricuch jest w Z ograniczony z géry. Niech wiec £ bedzie tancuchem w Z i niech B = (J L.
Pokazemy, ze zbior B jest liniowo niezalezny.

Istotnie, przypusémy, ze kyv1+- - -+k,v, = 0, gdzie vy, ..., v, € B. Skoro wektory vy, ..., v,
naleza do sumy tanicucha £, to kazdy z nich nalezy do pewnego skladnika. Stad wynika,
ze vy € Ay,...,v, € A, dla pewnych A;,..., A, € L. Rodzina zbioréw {A;,..., A,} jest
skoniczona i liniowo uporzadkowana przez inkluzje, ma wiec element najwiekszy na mocy
Faktu 10.10(3). To znaczy, ze dla pewnego ¢ mamy vy, ...,v, € A;, a przeciez zbior A;
jest liniowo niezalezny. Stad kombinacja liniowa kjvi + - - - + k,v, = 0 musi byc trywialna:
ky=--=k,=0.

Poniewaz B jest liniowo niezalezny, wiec B € Z, a przy tym oczywiscie B zawiera wszystkie
elementy £, jest wiec ograniczeniem gérnym naszego tancucha w zbiorze Z. Spelnione jest
wiec zalozenie Twierdzenia 10.13 i musi istnie¢ element maksymalny. ®

11 Punkty stale
Definicja 11.1 Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym.
e Podzbior B zbioru A jest skierowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € B
istnieje takie ¢ € B, ze a,b < c.

e 7Zbiér A jest zupelnym porzadkiem czesciowym (cpo) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
jego skierowany podzbior ma kres gérny.

e 7Zbiér A jest kratq zupelng wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy podzbior A ma kres gérny.
Oczywiscie kazdy tancuch jest zbiorem skierowanym. W szczegdlnosci elementy dowolnego
ciagu wstepujacego ag < a; < as < ... tworza zbidr skierowany. Takze zbior pusty

jest zbiorem skierowanym. 7 definicji porzadku zupelnego wynika wiec istnienie elementu
najmniejszego sup (), tradycyjnie oznaczanego przez L.

Fakt 11.2 W kracie zupelnej kazdy podzbior ma kres dolny.

Dowéd:  Niech (A, <) bedzie krata zupela i niech B C A. Przez C' oznaczmy zbidr
wszystkich ograniczen dolnych zbioru B:

C={reA|z<B}
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Teraz jesli b € B to b > C, wiec dla ¢ = supC mamy b > c¢. To znaczy, ze c jest
ograniczeniem dolnym zbioru B. Co wiecej, ¢ jest kresem dolnym, bo z < B oczywiscie
implikuje z < c. n

Definicja 11.3 Niech (A, <) i (B, <) beda porzadkami czesciowymi.

e Funkcja f : A — B jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
x,y € A nieréwnosé¢ x < y implikuje f(x) < f(y).

o Jedli (A, <) i (B, <) sa zupelymi porzadkami czesciowymi to funkcja f : A — B

jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy f zachowuje kresy gérne niepustych zbioréw
skierowanych, tj. dla dowolnego skierowanego i niepustego podzbioru X C A istnieje

sup ?(X) i zachodzi réwnosé f(sup X) = sup f (X).

e Jedli f : A — A oraz f(a) = a, to méwimy, ze a jest punktem stalym funkcji f.
Nagmniejszy punkt staly danej funkcji to najmniejszy element zbioru wszystkich jej
punktéw statych (o ile taki istnieje).

Fakt 11.4 Kazda funkcja ciqgta jest monotoniczna.

Dowéd:  Niech z < y. Wtedy zbiér {z,y} jest skierowany, a jego kresem gérnym jest y.
Zatem f(y) jest kresem gérnym zbioru { f(z), f(y)}, czyli f(z) < f(y). ®

Uwaga*: Zbiér czesciowo uporzadkowany nazywamy kratg, gdy kazdy jego dwuelementowy podzbiér ma

kres gorny i kres dolny. Cwiczenie: pokazaé, ze krata zupelna to to samo co krata, ktéra jest cpo.

Twierdzenie 11.5 Jesli zbior czesciowo uporzadkowany (A, <) jest krata zupelna, to kazda
funkcja monotoniczna f : A — A ma nagjmniejszy punkt staly.

Dowéd:  Rozpatrzmy zbiér B = {x € A | f(z) < z}. Niech a = inf B. Pokazemy, ze a
jest najmniejszym punktem staltym funkcji f.

Dla dowolnego z € B mamy a < z, wiec f(a) < f(x) < z. Zatem f(a) jest ograniczeniem
dolnym zbioru B, skad f(a) < a, bo a jest kresem dolnym.

Ale skoro f(a) < a, to takze f(f(a)) < f(a), wiec f(a) € B. Zatem a < f(a) i mamy
rownosé.

Poniewaz wszystkie punkty stale funkcji f musza naleze¢ do B, wigc a jest najmniejszym
punktem stalym. n

Nie zawsze mamy do czynienia z kratami zupelnymi. Ale jesli funkcja jest ciagla, to mozna
to zalozenie ostabi¢. Przypomnijmy, ze dla dowolnej funkcji f : A — A notacja f" oznacza
n-krotne zlozenie funkcji f, tj. f° =idy oraz f** = fo fm.
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Twierdzenie 11.6 Jesli (A, <) jest zupelnym porzadkiem czesciowym to kaida funkcja
ciggta f : A — A ma najmniejszy punkt staly, ktorym jest sup{f™(L) | n € N}.

Dowéd:  Oczywiscie L < f(L). Poniewaz f jest monotoniczna (Fakt 11.4), wiec przez
tatwa indukcje wnioskujemy, ze ciag f"(L) jest wstepujacy: f"(L) < f™(L) dlan < m.
A zatem zbidr {f"(L) | n € N} jest skierowany i faktycznie ma kres gérny. Z ciaglosci
funkcji dostajemy

fsup{f"(L) | n € N}) = sup{f"*!(L) | n € N} = sup{f"(L) | n € N},

czyli a = sup{f"(L) | n € N} jest punktem staltym. Pozostaje sprawdzi¢, ze jest najmniej-
SZy.

Jesli b jest innym punktem stalym, to przez indukcje wnioskujemy, ze f"(L) < b dla
dowolnego n € N. (Zaczynamy od oczywistej nieréwnosci L < b, a krok indukcyjny
wynika z monotonicznosci: f"t(L) < f(b) = b.) A zatem b > {f"(L) | n € N} skad
b>a. n

Omoéwimy teraz kilka przykladow, w ktorych wystepuja punkty stale przeksztalcen mono-
tonicznych. Pierwszy przykilad dotyczy dosy¢ typowej sytuacji gdy pewien zbiér rozsze-
rzamy o nowe elementy, tak aby otrzymaé¢ nowy zbior zamkniety ze wzgledu na pewne
operacje.

Przyklad 11.7 Niech r bedzie relacja w zbiorze A. Przypomnijmy, ze (s;s’) oznacza
ztozenie relacyj s i s'. Rozpatrzmy zbiér P(A x A) uporzadkowany przez inkluzje, oraz
funkcje f: P(A x A) — P(A x A) okreslong tak:

f(s) =rUsU(s;s).

Funkcja f jest ciagla, wiec ma najmniejszy punkt staly. Jest to relacja r*, ktéra jest
najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca r. Zeby sie o tym przekonad, nalezy zauwazy¢,
ze warunek f(s) = s zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s jest przechodnie (tj. (s;s) C s)
oraz r C s. Relacje r* nazywamy domknieciem przechodnim relacji r.

Nastepny przykiad jest raczej nieformalny, ale bardziej ,informatyczny”. Typy rekuren-
cyjne (indukecyjne) tez moga byé¢ uwazane za punkty stale.

Przyklad 11.8 Przyjmijmy, ze 1 oznacza typ jednos